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NOUVELLES METHODES

POUR LA DETEBMINATION |
DES ORBITES DES COMETES.

Lz probléme dont je m’occuperai dans ce Mémoire, consiste 4
délerminer Porbite d’une coniéte d’aprés trois observations don-
nées de sa longitude et de sa latitude. Depuis Newton, qui le
premier a donné pour sa solution des constructions géométriques
fort ingénieuses , ce probléme a fait successivement l’ob)et des
recherches d’un grand nombre de géométres.
~ -Parmi ‘ceux qui l'ont traité avec le plus de succés, on doit
distinguer particuliérement Lambert, qui a donné de trés-beaux
théorémes sur le mouvement des planétes et des cométes dans
son ouvrage intitulé: Insigniores orbile cometarum proprietates,
et dans les Mémoires de ’Académie de Berlm , année 1791.
Dans ce méme recueil,, année 1778 , La Grange a discuté les
principales méthodes connues jusqu’alors, et aprés avoir fait
connoitre les causes de leur imperfection, il a donné I'analyse
- compléte du probléme, fondée sur une belle théorie a laquelle
. il a ajouté ensuite de nouveaux développemens dans le volame

de 1783. Cette méthode n’auroit sans doute rien laissé a desirer; : - I
_si son illustre auteur en eit fait Papplication a des excu\ples 3 e
ce qui l'auroit conduit lui-méme & y apporter les modxﬁcatmna

nécessaires pour en rendre I'usage facile dans la pratique.

La Place, dans les Mémoires de I’Académie des Scnences.d';'ﬁz PR

Paris , année 1780, a proposé une autre méthode qui revient a
supposer connue une portion infiniment petite de la trajectoire
apparente de la cométe, et a conclure de cette portion la gran-
deur et la position de la trajectoire vraie. Par la supposition
des quantités infiniment petites, les formules se simplifient et
conduisent & une solution peu compliquée; mais la difficulté est
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de déternsinbr ees préoision les cobMicieds Giffretitiers du pre-
migrethicsbcond ordre , tant de la longitude que de la latitude.

I1 semble , au premier coup-d’eeil , qu’en liant ensemble plu-
sieurs observations par la méthode des interpolations, on en
déduira les coéfficiens dont il s’agit avec d’autant plus d’exac-
titnde:quidd- y a plus d’observations combinées ; et cela auroit
lieu en effet, si les observations étoient exemptes d’erreur ,.ou
81 les lieux de la cométe étoient calculés d’aprés une formule
cxacteimais il en est autrement dans ’état réel des choses.
Cammeienies les observations sont affectées de quelqu’erreur,
e} 4jng.cetje €rreur ne suit aucune loi d’une observation a 'autre,
il s’9nsnisd que plus on combinerad’observations, et plus I'erreur
des coéfficiens dliférenuelu qui en sont déduits pourra devemr
Bgllmhlﬁn V0V Pt AT SRRAL

Ens&t,mmﬂérdmwouobservatxons de longuddea‘ a8
faitey &.des,intovvalies de:temps que pour plas de lephcxté‘

nons; supposerons dgau &-lunité. Ces longitudes répondroiit’

a»x “Yemps$ s~ 2,0, 1 et “la longitade pour'wn temps quel-'
conque ¢ COmMPpris -emdre’ ‘== 1 ‘&t + 1, aurs 'peur expéessmn‘
g‘m’ T TEAE NP RS

L @R +-;(a"’-a')t+ ( -i-u‘)c‘,
d’ou l’on dédnxhles codfliciens dlﬁérentle]s /rﬁ../ {c «“J 0 ’ ‘9’ >

. :...- :.:.".‘-J i.‘._' Y "., .

3".',...'..- S t«:.:-dd»- : ';;f ,‘ B R TR (a)-
Pt o Consxdérons ensuite les cing’ lohgitddes d, d, a';’ a", av y Qm
"‘:.xémndent pareillement dux teinps —~2; —1,0, +1, -’Fa res-
pectivement ; on en déduira la- long:tudé‘ hii‘boui du femps i,
xa=a’+ At B $£CtH + &c. oﬁl’on aum .

Y- 4 )
°u—£" (a —a)-- (a"—-a) c e

L ‘dt 3
e e _ (5)
.2Bou-2§- a(a’” 2@ +a)—-— (a"-na +u)
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Supposons. MM%&ﬂmnakhdommmmswg
alors, suivant les équations (@), les erreurs des coeﬂimehhhﬁv

renuels dues a cette cause, seront e
-dx ddz -
—_— =—-LJ\ ! = J‘ ‘.
J\dt T de* RS YOI sh T\
Mais par les équations () les errears de ces oociﬁcnenmrmv
ds . dds s0a crifts e ginl
}E == T’d T des ’a’; Theotl 922 Q8

d’ou 'on voit que dans le cas de cing observatmns combindod
Perreur des coéfficiens différentiels , due & la cause memtivhnéy,’
est plus grande dans le rapport de 4 & 3, que celle'qui a Jioar
dans le cas de trois observations. Elle augmenlemp‘nwhm{‘
on.combinait ensemble plus de cing observations, rou: nitio eob
D’aprés ces réflexions; j'ai pensé que ée qu’il y avoit detsteie
& faire dangle problénic des cométes , étniteepartiinded donndes
immédiates de Lobservation.y et d'snployst toussledmoyetis!
popr :simplifiex. anteut qu'il enhpumhh:;.qbufumﬂq;maﬂi
egqguona,qul sepvent.a délermint n:leslémpnsde PorbiruaC #ste
Fabjet que jeane.puis propaesd dansdweMémeire, 131100 3 20prC?
Je P’ai-divisé en deux parties : la premiére comprend l’dhﬁyéu'
générale du probléme, axec deux applications-détaitides de la
solution qui en résulte:aux comdtes:de: fh8z et:deapbly.n
- Dans lanalyse je suppose, comme cela at-mdlspensab]e, que
les trois observations données né édmprennent pas un inter-
valle de temps de plus de 154 20 jours , afinique les séries qui
expriment les coordonniéés, tant'de Porbite'de la cométe que de
celle de la terre ; saient suffisgmment genverganies, et guion ne -
soit pas obligé d’employer les jexmas,qui conkieanens des%puiua '
sances du, temps supériciares it Jn tyoisiemgs oy« < v i
Aprés avoir mis Jles éqmmons génégalesidn ptbb!éme abus |
forme la plus simple dont elles paroissent sisceptibles , je déve-
loppe en particulier; avee; beautoup d’étendue, le cas ou les
trois observations sont faites a des intervalles de temps égaux.
Cette siypposition qui nc restreint'gaére la géhéralité’ du pro-
bléme ; simplific beancoup les formules; ¢t contribue méme &
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les:romdre plusiexictes , par ks disparition de plusicars tevmes
dont il feadroit Aeniv comptoi, 1si Mmdlu de temps -entre
les Observatians n'étoienl pas dgduntae -t a4l Do ey
Lorsqu’on ne fait ancuwd supposition suﬂcnuuro dePorbite}
Je probiémb effre prévisment autant déquatidus que d'incon~
nues 7 wais wiom il yaune sivconstanoce daris dayqactle les forv:
radlesspourroient ne pusdpnner dos résul tals:adsez exacts, C'est.
lorstjue Porbite apparints;est sitmés & tidp-peutprés daus le pla-
d’un méme grand esrcie ; et' dans-ce: éas: ; la: distavice de:lid:
cotkbte-an soléil, lors de I'observation moyenne; différatou-
jourstrés.pen .de la distancede la-torve aw soleil. Si-los méghoded
analytiqgwes onk) pey: de succes dais:¢b'.cas. particulior;, iliew .
wésulte: au moind: whe consoissance: utile:sar Ia: distance:deld
combte au soleily laquelle serviratoujoursh dmgerhs«prcﬂum
essais des ealculatenrs. D'aillears, . en choisissant! trois anties
obstyvations &+ quelque ‘distamce des: premidres, oi-éviters
Pitreonuériont d¢: ce vas particulier , & moins go'il nerss. rens
edriirestout hulu-fois que Ju-comdte s0it trbsiwoisine dw:périse
hélle, et'que ls divtance péribélie diffore trés-peude tn distunie
de la terre au soleil ; circonstances qui, tout en faisant exobpv
tiony avmoerolent bemcoop vers h eoumsanoe dein véh-.
tible orbite. - : Y e 1110
1 Muaib:comme on suppose eommunément a’spréa les résujtuts
de V'abservation , que V'orbite ést parabolique, cette condition
donrie utie dgnation de.plas que dinconuwes et on & la faculté
de choeisir &ritre les diverses combinaisons des équations welle
qui doit:condaire aux résultats les plas exacts. Je suis entré b
ee sujet dans ‘unediseussion fort étendae. J'ai fait voir quelles
sont les éqielions qui meénernient, dans certains cas:;:a:des
Tésultats défeotuenx’y et:quelles sont celles surlesquelieson peut
établirla -solution }a meins su)ette 4 8tre-affectée des ervears
des observations. -~ = - TATCR PR R Rt
- Les'éuntions dowt il 8% grt donnent mnmédmtemem W Ieur
résolution les distances de la cométe au soleil et & laiterre; it
faut ensuife-bry conclure les Elémens de Povbite.-Jo donne. pour
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. ceteffet Aonlmulep Jormules: qmeasmmp o k) jagousei des: anoys:na
de reconnoiird: avbe costidiade jai o1 qeenemont eal: sirdct on
_rétrograde ; si la cométe marche:verp ln-péribclioy o eiglle-a,
déji.paseé ipair-cei poind 3 ab le nopwd donk ou i a: calculé Jp dangi-
tude:catile moeud, deagerislant:on e mosud ascendent; deisorta
quawec tealss -oas directions lae calculs poyriiant Kexiéen teren
‘quelque sertecmdoaniqnement;; sona ginom ait lieuosiacnpindre
da be tremperaurJe signe d'anerine.quantits; onautds pesition
&aucun desipéints qu'il imparte do détexrminero: 13 ~miur wirh
- Aprés; avoir ¢raité cowplitement la; cas)ou; ldw - inlenvilies
doiterizpe entirerles abeeawations somt éganxly il Shlloik ab anoime,
seutér de vainore lesdifionités danalyse que préscniea pirors
bléshereonnidénd dens:tonle: sa généralitéde ais,dong. revamn
sur Jes :égnatiops génénalos; duspeobidmie , ot spravdenr ANSIS
fait; subir diffémenicn rédustiona ausoassivess jlak-trouv sases
hourcusament qw'elies: étoiant sasnaptibles s pna solntiom press -
queraussi simple que .oelle, da;promiqr pesp 0 WA e AN
auoune.interpalatian ) on paares appligper jaunéilisiement de
_ calgnl & troid obagcvations doniiées s quels gud: saianples indbrr

valioa da remps quii has sépaYenb. wlenc i (o e o1 ol ol
~ienanisnsniinsnn applicalions guisonirelatiyes dlssaconde
cométe de 1781 et & la cométe de 1769 , yentre dang kebydéiiila
qnii pemvent jeder du.jonrsnr lonten losapplicatiomsngéndsal.
Fominine saseessivewront les divess: aystbmep d'égaationsqqulon
peut.former , jen, dosna Ja xdsolution y joLdévelanps Isacelonls
principesx avet hesuceup: & dieedusy; o4 00 g6Reaal axse. plus
de;péﬂlm!ﬂlul -alostnéqesshing dens lee spplivatians oxdi-
nebires;s waidillasici lens: donnces, pens. Axemple, ot deyant
'hirq:)ugﬂ duidegné datactsudeda Jamethadey an Be pAuyeil
b /] mm#mnmmm »AR SURRIUS ., O SORS {rés;
salinfaisans, of wuiNerTA Qe par.ccls méthodail ast possihle de
déduire de trois observations données d’une cométe, dans un
aasez potit-eapuoaide iampey; des waleurs fort mwnhée' des
vraie: élémens de’ pom orhite v, v ol L.
-,Cependent. la sapnoismuse, gle la. ,qu'uable opbm De-sera
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ety ’on‘ﬁildbil!acﬁon «da Paction. dmpm@e entre la terre

et la cométe. AN

A X
B RAREAY . A\

IIL. Cela poisé§ soient: encore m; nyp; T, fes Valears respece
Lk e B Fywgeet- M, Ny Ry, ealles de Xo Xi v, “’r rsgne
¢ = o. Si on suppose qu’a compter .de N'dppgue ou ¢ =0, les
intervallgs de temps ne soieny pas trop consndérubles en d«
et au-deR gy, cette kpﬁqth: des coordonnées,, fant de la cométe
que de la lerre , seront déterminées avec une exactitude suffi-
sante pa{ }eo Wmhdnswsmvantu ot l'on a omis seulement
~ les termes affectés de ¢t et des pummoes sapérieureg de £.

& == m+m‘t+m” '+m"'t‘
y = n+ut+nt‘+ p''t
F =p+pt+p'l‘+p"t’

X = M+M"+M' .+ M"e
Y=N+Nt{Nr4+N8¢
B £ LT S
Cen:valenys doivent dtre substituées dans les équations (a),
afin de réduire au plus petit nombre les coeﬁcwns indé-
terminés , e} comme on 3

'v

et v'—-x‘-{-_y‘-l-l“"{ m*'+n'4+p*

t+at(mm' + nn' +pp)+&c
si on fait pour abréger
’ E = mm'+nn'+pp,
K=MM+ NN’
on aura '
' v =r+ 2kt + &c., V'=R*'+4aKt+ &e.;

d’ou résulte
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£t 1a substitution: faite, dans.. l'éqmuomdnﬁdmmﬂehk ens gy

. domnera 8 . 3
__m mr= 24 mk m
XY T ‘-.(""f’z T 3 2’, ’ : 6.,.!( Ny ’]—r
‘On- obuehdm ugt semblhblestéultat dbs antres equauou.dm-
rexmeﬂes qm dbrimeya ™ 3 o it Ty

 ®le=m (h—-'—';,—fh'r"-)'*' m'’ (&vm'g—)
aon (=S E)en (1)

Y r kP t’
.z———p(u‘r-— )+P C E‘) “"“
.tg, -K‘, . -.., SR 3 " .
X= M(l**’f*m)s’@"‘n(‘?m)
Y= N( iﬁ #NY “‘sw

IV. Au moyen de ces coordonnées on peut déterminer la
‘ longltntle W-de'Ta comé(é etsd Iahtu'de €, par les équaﬁons )
) PeneRs _y--’Y' tangt‘ g
tanga-— r— X cosa’ T r—X :
De sorfe qulen gépéml pour tun témps quelcongug ¢ qai n'ex-
cédera pds ‘cértaints limites avafit on aprés I’époqne chomle,
on aura les deux équatnons : I e e

( LA R ol +l-t’
"\ r’+9r5 SEIIEIE] e Y Y
Iy . t‘.»_, K'"
x ?% 5 Y tangﬁh P s 2‘?" aR®
(]
+ "( 6r’ ! Bl (‘ Ll
, 4 N *"",( - __"__)
—Né“—a—w ) a M ‘-'-TGR’"'
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Bk e e (- t__i 1A
L . m \! ,-zn’.;+:3r"

o ek ¢ Kt’
pi—=+ . —M( £ +55)
‘:MI‘{:)‘ICD. x.'{t"_ s a'u.‘ul ﬂ’!‘:".wﬂ:“-{ - i J'.‘) z‘?) 2R ]
l-g) [T )

(i)

V. 8oit pour abréger:

(v} \m—M+v,k' m=M 4+ et
a=N%yr, n-—N'+r' o (4)
Qo "’ . —}———ul ")
kK Y
Fope=¢ (6)

Si on pmlhphe les équations (3) par1 + ir" - é'—‘:,et qu’on
néglige ton)ov.}xs les t!, elles deviendront: '

s *L“"’\""(l‘-'l' 5‘;3) ' "' P‘+l‘t(l+—-—)
”‘7 =tang « .
iN(otr—=¢2) ;M(.t'—-{t)
'N’ut’ ’ —iMet
P ?t-'#'t(l + )
tang € " 39
"B—ﬂtpt(l-'.ﬁr’)_ cos a —--M(-t‘.—{:’
PR "7

On peut umphﬁer encore ces équatxons en omenant le facteur..

o :
1 -l- 374 qm mu]txpl}e y, v, p 3 car ]a suite da calcul prouven‘

qne l’omlssxon peut étre faite sans qu 11 en résulte d’erreur dans -
les termes qu’on:doit: conserver. - :
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VL Supposons ‘maintenant que les trois observations don-;
nées de la cométe répondeht successxvement aux temps:

—0, o, +W ‘:-'_‘.'.."--

1
en sorte que l’époque t=o répondet ‘l’observguon moyenne
Soient = . Do+
les longxtudes-obscrvées a®,a,d, -
“etles 'la_;;ludes tevasees 5, b, 0.

Faisons de plus, pour abréger, _ o
T Lol ¥

tang a°=f°, . tepg "“‘f’ - -‘...“’;‘,éi’zlﬁf (7
, 0 1 '
. ydang b =g, t_a_gg__ tan “b‘:ﬁg'.

cos a° cosa 8" eos a i

Sidansles équahons (6) on fait successwement t=o0, t=-—08,
¢t=10', on aura les six équauons suwantes

- v = fu
y — ' —Nawl } = f° {y—oy—_M‘a- |
—iN{PHNwt) - IMEPF (M
y + 0y — N‘U 0’ "} l.';;cf, {“ + ar“l_'_'_;M.ér‘ T8 g

+3 NG Nat” + M Mt
. ) . : . F_OFI_%M‘.‘OL
i) | 1 .l P—op'—'go{ ___l_M(ol+_t_Ml“a;.
] : ‘ '. ” + oll‘l__* Mu@"
S ””P. ﬁg{ +3 MY — M 0,

" 'VII. Aprés la n_tbshtuuon qui se fait immédiatement des
valetirs de.v et dep, ces six*éfquhtiom’ se rédairont.-a quatre
copienant les guatre lnconnues “y Ky, , P , sous forme linéaire.
11_faut d'abord s occuper d’e la résolution de ces quatre équa-
tiensy: s . o R SRR AR IS N :
: Dans le cas présent ou les équations: (.8) nc upt exactes '



(6)

qu’aux quanﬁtérp‘& 22 Yordre o, il fauidri oineftre dans le
calcul_de l’éﬁmmauon wuf les teimer' uiehhcnt de cet
ordre ou d’tin’ ordre supéneur atbentish ﬁui ég‘ntnbuera a
simplifier lea résu}tats On pourroxt aussi & les formes
des diverses 1 mconnues 14, y, , p , en’les ref)xésenrnt chacune
parA+ B0 4 C¥ Do + ESY + F6“+ &¢. ,t'x)ngconnoxtroxt
bientdt par Ia substifution , qite ces quatre ifconnues ne con-
tiennent aucun terme constant. indépendant de ¥ et-8'; que
da. guanhﬁé & on particulier, ne contient pas méme Ies termes du
premxgr,degge ) ¢t qulelle doit étre. divisible par #4, de-sorte
qu’on doit falrgy - A0+ B 6*4'+ C48", On trouvera puu[le-
ment que les trois antres inconnues doivent étre do la forme
A 4 Bl'4Co 4 DY 4 E0™ sans aller au-dela, afin de ne
&as introduire dans les équations (8) des termes du quatri¢me

rdr e; et cette forme justifie I'omission que nous avons faifé

du faojeyr st §‘3 dans les équatwns (6). On pourroit donc

par les coéfficiens m&étcrmmés effectuer la résofutnon des
équations (8)) maison y parvxen.dra aussi facilement :par les
moyms ordinaires, et voici le résultat de ce calcul présenté .

. penela Ja 95““” la plus’si simple donhll paroit suscepuble. =
VIIL Soit pour abréger,

= (Fa—fe) + (S4—F&) + g~ S

Celte.gwarilite qui-se préseate’ d’abord dans le résultat de Pélia
miration mérite une attention parucuhéne elle peut se mettre

vy

soys la forme . , ey

fF—f)(g —e“)-(f’—f") (8—g),

et alors on voit msément qu ‘elle cst de l’ordre 0y (040),
Pedt -4 - dire da trouréme ordre, et “cette extréme pelitesse
empéche le plus souvent qu’élle ne soit déterminée asgez exac~

Forrbnt gar fev dotitiéés de Pobsedvition. Soit dd pliss " **° 2
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M(fg~fg)+ Nigmg)=5
M (f°g—f8&) + N(g=&) =B
M(fe"—f )+N(€ &) =B .

qumtnés entre leoqnellmona lea relauons Coe
BP+B4+B'=Mi B +E+E=Mi o)

SB+fB4f B =Na j‘E‘+fE+fE’:=N’ ‘

‘g"B°+gB+"g'B'—o' g°E°+gE+gE' ’o

les valeurs réduites de nos quatre mconnnoa seront :

o=V E8 . W {¥—8) . -
#_:—-T——GOB T“E (u)
W= “—"'-%’*—Z’(ano ¥B') + iﬂ——'—) (SE°— m') v

+ E.(e'—o)-w( Me—iM{) (0'-"’+ “)

PRI LY: uvn

I

T (0f B—0f'B) +

(°f‘1‘1" 'f'E')
+§.(v'_o)+( N'a—:N¢) (o-_oa'+o'-) |

o —g¥ 3£ ..(o

P = —-—-——-—-(08"3" ) Y‘KE‘-""#’E')

IX Avec ces valeurs, on (,alculera ce]les des 8ix ccbﬁc:enl
m,n,p,m,n,p';cequise fera par les égnations -

m=y+M m' = u 4+ M _
p=fp+N n=/»+ N ‘ (l!)
P =8¢ P=p

R
et ces six valears ne contxendront que les deux. mconnnu



(8)
{ et » sous forme linéaire. Cnlculmt ensmte la valeur de £ par
la formule
E=mm' 4+ nn' 4+ pp', (13)

et substitnant cette va.le'uf ainsi que celle de o = -’;- — I-%’ ,
dans 1’équation -

' : ¢ K .
=T TR
on aura une premiére équation entre les quantités {et r, dans
laquelle ¢ ne montera qu’au ‘second degré.

Enﬁn on a de plus les deux équations

mi ot = N (15)

(14)

. , 2 I
mt4 n ¢ pt= - — -, (16)

r a

dans leaquelles il faudra faire de semblables substitutions pour
obienir les équations finales auxquelles se réduit la solution
du probléme.

L’équation (16) appartient a une orbite elliptique dont le
demlrgrapd axe ==a ; mais comme on suppose ordinairement

que l’¢tb1te des cométes elt parabohque on pourra faxre -=o,

ce qm d‘ox;nem une équatlon de plus que d'inconnues. Et cette
circonstance pourra offrir diverses combinaisons dont on pro-
fitera pour rendre moins difficile la détermination des incon-
nuesret{. )

Nous donnerons ci-aprés le moyen de vaincre ces difficultés
et de parvenir a des résultats dont la pratique puisse s’accom-
moder Maisavant tout, nous examinerons, avec tout le détail
nécessaire, le cas oi 'on a 0= 0; cest-h-du'e ou les trois
observations sont faites a des intervalles‘ de temps égaux. Cette
condition apporte dans les calculs une grande simplification ,
et on peut toujours y satisfaire, en interpolant les observations
faites a peu de distance les nnes des autres.
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“X. Soit donc ¢ = 0, et les formules (11) se réduiront aux

suivantes :
w02

2A

wld .
‘== (B°—B) + (sMa— M0

B

.s
Il

y = ﬂ(f°B°j—fB') F (3Nw—:Ng#

P= (8B —gB)

Or j'observe qu’on peut omettre les termes affectés de 6* dans

les valeurs de ' et »'. En effet, dans les équations (6) on a
_ ‘o

négligé, par rapport a ', la partie %7 , parce que le premier

terme de ¢ étaitt de la. fOrme AG cette parue serait Hevenue
P

g 5 et multxphée par §, comme l’est w dans les équauom ( 6),

elle seroit montée an quatriéme degré, ainsi elle a 34 tre exeélue
des équations (6) qui ne contiennent pas les térmes affectés
.de #* ou 6. D’un autre c4té cependant, en considérant.f. comme
trés-petit, le coéfficient A qui affecte 8 doit étre trés-grand,

afin que, A# ait la valeur finie qui ‘convient & Ta' quantitd’ 5
de sorte que ‘A 6* désigne réellernent uiie quantité de'P’ordre 8"
Ainsi en conservanit dans les forfmules précédentes les termes
affectés de 6, qm ne peuvent étre beaucoup augmentés par
lenirs coéfficiens , ‘on'n’ijonite pas & Pexaetitude de ces formules

- dans lesquelles des quéntités du méme ordre ont été omises.

Donc il faut supprimer ennérement ces termes , et on aura les
valeurs trés-simples : :

b
w = ;-A-B
#='_)—‘§(B"—B) (17)
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, ol oo W
r.-:s—A-(fB—fB)

,__ ] o ’
P= _(&#B°—gP)
dans lesquelles I'inconnue ¢ ne se retrouve plus.

- XI. Avant daller plus loin, il convient de déterminer les
quantités M, N, M, N’, qui dépendent du mouvement de la
terre. Et d’abord , si on appelle A la longitude de la terre, ou
celle du soleil augmentée de 180° au moment de la seconde
observalion, on aura
M=RcosA, N=RsinA.
Appelons encore pour un temps quelconque ¢:
" ¢ Pexcentricité de l'orbite terrestre ,
" # la longitude héliocentrique de la terre ,
> la longitude de aphélie,
VouR le rayon vecteur,
on aura par les propriétés du mouvement elliptique et en
_regardant 5 comme constant,

1;‘ = 1—scos(®—3)
Cde _ YO=d) R win(e—y) ()
dt R: Yode T Via—e)'
Or on.a X=Rcos®, Y =Rsin®; de-la on déduira les
valeurs de é}—{ et ay lesquelles en faisant =0 ou # =A
de © di’ o B

deviendront celles des coéfficiens M’ et N’ : on aura donc

&

‘ —sin A 4 ssiny cos A —c¢cosy
M = Ne=—— 7
Vo= (=T

X1I. Si au lieu de la constante y.on introduit Panomalie
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vraie ¥=A -, ce qui donne y = A — ¥; on aura, en
développant ces expressions jusqu’aux s* inclusivement ,
M = —sinA(1—ecos¥ + L¢*) —ccosAsin¥
N = cosA(l——ccos‘F-l—gc')—ssinAsin‘l’.
Par un semblable développement on a

R=14¢cos¥—esin*v

1 (19)

-I-{—vz 1—¢cos ¥ 4 ¢*;

De sorte qu’on pent écrire ainsi les valeurs de M’ et N,

M= —sinA (1 _1'{;’ ) —céi;z_‘éfpos A
(20)
, 1 —Lg : 2y
N = + cosA(——)—lsm?smA
d’ol1 résulte
M + N/* = _13{_"_"1-

. (21)
MM 4+ NN’ = —ssin ¥.R. .

On conserve dans ces expressions le quarré «* del ‘exceéntricitd,
quoique ce terme soit tres- peut , parce qu’il ne comphque
presque pas le calcul, et que si on Pomettoit entiérement , la
valeur de R se réduiroit a 1+ ¢ cos ¥, et ne c()rrespondroit
plus assez exactement au logarithme donné par les éphémé-
rides. On.peut supppser pour les temps voisins de celui-ci,
¢ = 0,01679, alors on a ¢ = 0.0003819, ¢t

1— e\ Q. )
log (T) = log R 9._0000612,

A Iégard du terme ¢ sin ¥, on le calculera en prenant dans
Jes tables le lieu de L’aphélie 3 qui est trés-peu variable, d’otr
Pon conclura 'anomalie ¥ = A — 3. On peut encore déter~
miner la quantité ¢ sin ¥ avec une précision suffisante par Ja
seule valeur connue du logarithme de R ; car tirant de ce
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fogarithme le nombre —.'li =1 + 4, onaura ecos¥ =¢—u,

et de-la
soin¥ == VI(+em) (s—t4u))  (aa)

Quant au s}gne de ocette qmmmé -1l sera positif depuis le pre-
mncr juillet jusqu ’au premier janvier , et négatif dans les six
autres mois. .

Enfin on peut encore observer que les quantités - R: et

s sin'¥, qui entreront comme coéfficiens dans nos formules,
sont liées entrelles par cette relation :

(1——- ) + v — 2 .
o sin® R

XIII. Il s’agit maintenant de former les coéfficiens des équa-
tions & résoudre, de la maniére la plus simple et la plus com-
mode pour la pratique. Pour ccla, il convient de remettre a la
place de f, g, f°, 8°, &c., leurs valeurs en a, 4, a°, 6°, &c.
données immédiates des observations. Cette substitution étant
faite d’abord dans la quantité A, on prendra pour abréger,

D = tang b’ sin (a— a°) + tangb°sin(a'—a)
+ tang b sin (a®*— d') , (23)
et on aura A = —D . Faisant ensuite les mémes
cos a° cos a cos a'

substitutions et celles de M= R cos’A, N = Rsin A, dans les
valears de B°, B, B’, on aura

= Rcos a [tang b sin (A—-a ) — tang b°sin (A —a')]

= Rcosa [tang b° sin (A-—a) - tangb sin (A<—a")] (24)

' Rcosa

= [tang b sin (A—a') — tangb’am (A—a )

>l°§ >|°! > |
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Soit encore pour abréger, :
C = langb’ sin (A—a’ )—tangb"sm(A—a), (25).

la premiére des équations (17) donnera u = I—:T)-ch a; or

par les triangles rectangles TCK, TKG (fig. 1), ona TK =p cos {)

¢t TG ou x = pcos b'cos a ; donc en introduisant p & la place
de x, on aura

_ Ra«6'C Ro*C 1 l) 6

P—aDcoab aDcos b\ R (7)

Substituant de méme lexpresslon de x en ¢, dans les valeurs
de m, n, p, des équations (13), on aura

~m= pcosacos b+ RcosA

n = psinacosb+ RsinA (29)

= psinb, S
et l’équation m*+ n‘+p‘= r* deviendra T
rr=R"'+ aRpcos b cos (A—a) + ¢". , o b

Cette équation seroit donnée immédiatement par le triarige’

CS8T; car en appelant ¢ Pangle entre le-soleil et la cométe,'

les célés compris sont R et p, et le c6té opposé r, ce qui ‘donrie !
r= R'—2aRpcosc+p, L4

Or l'angle ¢ a pour mesure ’hypoténuse d’un triangle sphé-

rique rectangle dont les cotés sont & et 180°— A 4 @, on a

donc cos ¢ = —cos bcos(A —a). . C

X1V. Les cééfficiens C et D se déduisent immédiatemeni des
données du probléme par les formules (23) et (35) ; si ensuite’
on fait N . R#

oy . e #C
cosc=—coabcos(A—a), h=m,“ (28)
on aura l,ea,ddgu/x' ggugﬁons -

‘ 1 1 |
"=h(_rT R‘) ‘

r= R—p(aRcosc)-i'h - (’9)"
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~ dans lesquelles il n’y a d’inconnues que les deux cités r etp

du triangle SCT.

Si on élimine p de ces deux équatxom, on aura une équation
én r du huitiéme degré , mais qui sera'divisible par r—R, et
s’abaissera immédiatement au septi¢me. Cest le résultat auquel
sont parvenus tous ceux qui ont traité avec succes le probléme
des cometes ; et ce résultat est d’autant plus remarquable, que
les équalions (29) se déduisent assez facilement des données
de I'observation , et qu’elles ont lieu sans supposer que Porbite
de la cométe soit une parabole.

N

XYV. Comme les quantités r et p sont essentiellement posi-
tives, il n’y aura d’admissibles, parmi les diverses solutions
des équations (29), que celles qui donneront r et p positives.
Or en construisant les deux courbes de genre hyperbolique
qui représentent oes équations, et examinant les diverses intere .

_sections dont elles sont susceptibles, on parvient a cette con-

clusion générale sur le nombre de solut.ions utiles que ces
équations comportent :

Si 3h pos ¢ est positif et plus grand que R*, les équations (29)
admettront une solution et n’en admettront qu’une; dans les
autres cas, ces équations auront deux solutions ou n’en auront
aucune.

on voit

o R’)
que le signe| A doit étre le méme que celui de —’3 —_— IT’ Donc
si A est positiﬂ, on aura » <R, c’est-a-dire que la cométe
sera moins éloignée du soleil que n’est la terre. Au contraire,
si & est négatif, on adra’ > R. Dans le cas ou l'on auroit
D = o, b seroit infini et oy auroit r =R, c'est-a dire que la
cométe et la terre seroient a égale distance du soleil. Ce cas est,
d’aprés la remarque de Lambert , celui ou les trois lieux

XVIL Alinspection de I'équation p= (
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apparens de la cométe seroient situés dans le plan d’un méme
grand cercle ; car pour que trois points dont les longitudes sont
a% a, a’, et les latitudes 6° b, &', respeclivement, soient situés
dansle plan d’un méme grand cercle, il faut qu'on ait I'équation

o=tang b' sin(a—a")+ tang & sin {a'+a)+tang b sin (a°—a’).

Donc lorsqu’on aura D=0, ou senlement D trés-petit, on.
pourra en conclure, ou exaclement, ou au moins par approxi-

mation, : .
r=Retp=1aR cosc.

XVILI Cest une circonstance peu favorable que celle ou I’on
tombe sur des valeurs de D irés-petiles; car alors une erreur
trés-possible d’'une ou de deux minutes sur quelqu’une des
quantités données par 'observation, pourroit changer dans une
proportion notable la valeur de D, ou méme lui donner un
signe contraire a cclui qu’elle doit. avoir. Dans ce cas yiln’y a
aucune conclusion certaine & tirer des équations ( ag), sinon
qu'on a a-peu-prés r=R et p=23R cos c; on se dispensera
donc alors de chercher les racines de ces équations, et on aura
recoars aux autres équalions qui seront données ci-aprés.

XVIIL Dans les autres cas, la résolution des équations (29)
geffectuera assez facilement par les fausses posilions; mais pour
cela il est bon de connoitre d’avance les limites de ret dep.

Lorsque A est posilif ona r» <R ; mais laseconde des équa-
tions (29 ) donne r*= R*sin* ¢ 4+ (p —R cos ¢)*; donc on a
en méme temps r> R sin c. Ces deux limites auxquelles on
peut joindre cclles de p, savoir p>o0 et p<<aRcos ¢, sont
suffisantes pour diriger le calcul et rendre la résolution assez
prompte.

Si A est négatif et cosc posilif, soit 2= —i; ayant déja
r> R, on doit avoir par conséqueut P >2R cos ¢; mais de

Péquation -:3 = I%’ — %, on tire p < I_{—’ ; donc on aura
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(16)

'c‘ ‘ U
rly (1{‘ 2Rs ;:E?:s ©t é—f 4 faut obaervor qge 8) .on .
"- CAL ~ g }
n a\;oxt‘pas i >'§ R* cos o, leﬂdeJx ﬂmtes de ] setownt incom-
patibles, et il n’y auroit pas de de so]utﬂm.’l
Enfin §i*n"&t’ ntgﬁ'tff' dirisi que cot.c, Soit A= —1i, et

cos ¢ =—1, on aura togjeurp < ﬁ—i ,' ' Yautre limite sera

simplement p >0 : celles de r seront en méme tem 8
plement p >0 : oell e 5 Ry
et r<V(R’ —————R +I%‘9' . .

. ..
R -3 A
U IR &l o PR

,XD( It f;ut ;nambtena‘nt faire la substitation des valeurs
do miga'y plsrdans Kéquation-(28)+ or er vertd qéd frs
mulegs(13), 7 €479 ob (22), .00 |

M+ Ruoiﬁw}a‘tanyb&m‘(A—a') L éos a‘tangﬁ'sm (A :g)}
2D Y ¥eod 6" tang b sin (A—a)— cosa’ tangb° sm(A—a)
- o - Lo ST Ry 9 (30)
N+ ﬂu‘{ sin @° tangb sin (A—-a’) —sina® tangb sin (A—-«a)}
2D +sma fqngbsm (A—a )—-sma tang“sm(A—a)
IR LAY "‘ A v i
R tangb‘ {angb sin (A—-ci’) —tangb‘tangb’sm(A—a)
(‘("'R , j- tqrtg-b‘ l‘hng b sm (A—a‘) — tang b‘lahglf sm(A.—-q)}
SRS T

Aggelons F,G, H les quantxtés qui multiplient 7;— Mlci

valenrs dem',n’,p’ respechvement nous aurons en substltuant

aussi les valcun:doM’ et,N:: -~ - . i da
mﬁa -gcm A’("_-‘ —osm‘?cosA +~——NR:)0F
I—se\' - Raf
,\”.n' = ,co8f: "—-—E-—-- .-csm‘lfsmA+ D G;

d’ou résulte



()
l.+"h=%_‘—n—§_'. a”A‘)(F*A—GMQA)
-5]-;1 c:unf(!NIA-l'GﬂA)

Dono s’ peor nbriger encore les expressions on faft -

y JE nmghin(A—-a‘)da(A-d)—ml’du(A—v)*(l—o
. —mcl'm(d.-o')duH

(30
Q= tang b sin (aA—a'-o’) —tang b/ cog(A=a®) sin(A—a)

- tang vm(A-d ) tin (A =—s)

H=— atang & tang ' sin A—o)-f-mbl.gb’“dn {A—d)
~ . +un‘bhu¢b’du(4—-¢’).

Iatrouqumutau,n,p m‘mmmm
forme :

m = :inA R.‘ ' ('.—7.))-{- A(R. Q-uut)

0 -t
n ==—coaA l::) P . (1 ') A(-'-B- Q-vumt)
P'= _n_‘_'_ ~!,-~"- t.ub.u m. .._e,.':.:y. e bR - (&g)
etleurmbmznhmdmraqmuon (ﬁ)m P
e a3 Reffroie
;.'_"f;" -"'.""-—IT .‘ P-l-ume)

R ’!-F"(rwq--a-n-). (33)

~ XX. §i Pen suppose que Vorbite est paraboligue, on aurs
: 3
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sifia ' pibmidre: sera une parabole ordmmre, ayant gon axe
- S1fSGidanis derponsides dwdamnéds. Cetle- coonxbe est sitndeloRté
1ftigre du cote “des y positives, et ne coupe pomt la hgue des
bscisses parce qte le secodd’ ‘membre de ’1*6qu8ﬂdh (33) fdrmé
Wataditiore. de derais qua(rés:gmp m;%d&vcmr aul et'a
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Jalignadisinbiscisess , mds-amumbfmmw {ui oppose
$a concavité { vopez:fig.4). :: .
.Le sysidmme dea éguations (33) ot (34) est donc pﬁfinﬁkﬁ
'oaim des équations (29) ; rton._aen!_emng, parce qué le degré de
Péqualion finale est mouuﬂ*e, mals encore parce que.la solu-

tion-de -ﬁe}iéﬁlalm '»mm Mq-a,;d uwmenmamxﬁe
amblgmté. PR 2. t EE M PR .4’.‘., 4

T I Paut obselver ummm:niqmw&ﬁq, umettc
-8, lpéme moonvément _que ! la premitre des équauons (2 9),
dans le ‘cas ou' D est’ tres-peul , paide quiplpfsTes: mq'es

observations ont upe trop grande inflaengesny ﬁa;ﬂh‘ ;
et qu’ainsi la résolution 'des ¢quatiops. (33) et. »(
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. XXX, Mnmtenant la substitution des valeurs de h g, [ &c.
én a, b, a’, &c., donné, suivant les dénominations employécs
rdanslosutmum, O N e
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A l’égard des autres quantités com pqsées en E comme.ce]lea-cn
le sont en B, il faut obsetvar que E v { auh-c bhose que B
dans lequel on met M' et N’ a la plaoe de:M et'N. Or en
négligeant l'emmttxcité s (ce qui peut’'96 faire sums incon vé-
mient, pu'oo } 1oms. Mes 1 i alfbctés le 2 iogit mealtiplids
par Ja quantité‘trés-petite 5’ ) +oh a M/ =titass gin A o' N" = cos A,
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ou encore, par la méme raison, M = B.mA N’'=R cos A.

Observons de plus, que chacuné des {Lu“glilés C,F,G,H,
considérée comme fonction de A, egtde la forme o'cos A +C'sin A,
o' et ¢ ne contenaiit poiht A ; doift p\iﬂ(lﬂe pour- passer des
fonctions B aux fonctions E, il suffit de cbanger cos A en
— sin A et sin A ed/ 4 cas A ik feaﬂi(-quem la fonction
— ou R cos a. Pnr exexpp}e

Ik
+¢'sin A la fonchon 3y Ele sera par ;. (—a sin A+4CcosA),

-'.Ji '»m-p
'

et 1a sormne des deux —(B+ ;J/E), 1e séli!ur

e
’(c&sA—-,_y/amA) + "(w’ﬁ ¥ 'coaA)i

ou ce qui revient au méme, en néghqeant les secoudes puis-
aanoes de 5’ par '

..cos(A-{- _y')+t.‘3m(A+ X
d’qu 11 suxt que p,?ue fonchon ne sex;a autrq q}lose guqﬁ q‘\uqﬁ;

tité -l—:- ou R cos Ly dans laquelle at lwu JOY ‘A ‘Bl ‘Tetfivit

-est rcpré“ntée par «' cos A

" A

A+2y'; 1a partie 5 ou 4(¥ —6) devant étre exprimée en
degrés , minutes et secondes du moyen mouvement du soleil.

XXXI. Un-péanltat aanbhble aurs, heu ponr Jes fonctions
analogues de B et de E qm entrent. dana nos éqnatxona Sonent
donc

. t:x F1, 61 2] Hi;
ce que devxennent les qﬁ&nméxﬂ F‘ G H lorsqu’on y met
A + 3y éla place do A,et nomwmonﬁn.aemavouuis
pcosu cod'B'a laplmc &eg: .
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Les ob«mm B ot it e simplicitg, g calealers
les trois coéfficiens Fs , "Ga R Ha d’uprés les valeurs ,

m‘\ gpviny, 'Juyw ’,g v" ot il roe o g K] ";' N
: Fa.m=. W(n’h-by Cr cooc-l-.r DmA)

;',,u‘ ¢ (nn BT L

- Gas, m &G+ Cuwada,v DmA} ...... 64.9
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Ty T "=R.'—;—'P(2Rw‘c)+ ' ’ , ,;_.,"
aﬁnd’enumleswenndeﬁet’ ' ot

H3) est “mqu. quationd sont ﬂo mbiie 'forme que
oelles quonf s ' lé"cas de ¥ = 0; desorteqnela
solation ;6nénle, au moins dehy’ m A'dné ‘orbild
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parabohque\‘ n'vfrq péxe Rlys .de eorqgwlﬂon que celle qui
a lien dans ce cas particulier. D'tilleurs I&équauons précé-
dentes une fois résolues, tout. logreste saclywe comme on I'a

exphqné ci-dessus, - T < G = Cs 7 o«

dppk'éah’oﬂ‘a “la'sboohide Oliidte @ 19812 o

IR RN :w\(c'.‘,' L "'f j;"' e 'J’b’
XXXIL Ploposons-nous de délermmer l’Qrbste de laseconde
cométe de 1981, ‘d'aptés les trois’ 'b&aruuws “suivhntes,
rédu:tes pour chaque jour & 8" :9 44", temas moyen & Paris.
. o Gt e, R

n.,.d.rob.. Longicuds.. | Latitude bor. Iy e O | LogR -

'D'n?(s Dusn‘ 8

l.‘;No'VFmbn
RTINS N -’*M’?
19 306 51 26[p 39 14 48)a% fm...&

234 o306 43 2ol 3x, . 4 5::&19,69 994038

siup stluwkr na lf

Ces lieux sont tirés dea Mém. de ¥.Aead. des Scienc. année
$p8o, pag. 67; et afin de rendge gganx les intervalles de temps
entre les observations »on siinterpolé:léx trois lieux des 19, 22
ot 25 novemareAt At o donnd Je liow du a4 v qun pope Lin;
sérons ici. Ces sortes d* bémhona se pratnquent réquemmont
a Végard des cométes, et elles sont utiles pour simpﬁﬁé 8

Pﬂg“l‘i"‘lﬁlmﬂp Bt e e g e et

a; o sont t u ongxtudles obse;v%cs anxdempl

§ = 15 £y £k o SPADRSHTORIER)S 10 Mngitnde: o DRNS LN, 14100
quelconque i+ mtermfdn!fe entre ggux-la, se calcule par
la formale o

Joe .h&-—-:s)—gz—-ul——")
TR mn. ., - @ eatym {"""? e
nm-msswmmwm N IRt
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- XHEFH.- A Fnspection du. tghiepa préédent,, on voit qe
1¢ mionvemenk,gelatcompta. ~an lamginde cat trésypetit; cir-
constance pen fayornble. ponr_l'application. de notre méthode,
et sur-topt pour la, détermuon du., gogflicient D, Cependant
on'-pent, obserygrr :, lprsguey lg. )qumem en langxtude est
anssi’ tint qud, Bang Ol pxempley, les° gbservwm,ue sont pas
au;ette& a Je: sp.grm!]m.grws,[ pg.rpe qu’ p}ors Ja. 9pg1e$c est
comparée pen‘hnt plmﬁears JORTs i a la pxémg eto;le ..ce qui
donne des. daﬂénqqc’es amanz eXAGled. |  [iy . y
+» Raito progades & Vapplication .de. natrc tnglhq(kw on com,—
smencera par calculer les coéfficiens C ot D nn-moyen dea f“‘t
Biuiee § 3 gt1(85), commaiil wits £ g ro o loonag !
««wm §M“"'w 2, *:-."9'*@ i aP T h.-s,n 5%
’:;..f'.';.; T ‘3 am. ..... 1. ‘.én 767 o am.....:. ‘7' 97{48%
.:;é’ l)l' 7&3 ; [ IJ( b .’ 0 Bgﬁa eﬁéb d 911‘8

T SNE T

RETIN uy'ﬁmﬁﬂ&ﬁs *?‘. 7.5821599 ; ;"’f 9 8865767
nr-‘ : Iz ! . :
aNs;uml.v —"0. 36&6833 3 '0'.00333&; R o. 0077033

—.0.0038209 . - . | Ve “\*‘ SN '='6.007g0
: m»o,ﬂbygogB ....T‘r SR ‘D;:--—c-—«o.ooombo
L..,:.,.t ‘ P A |
Stticd "Iaeu du,O sgg, 57 ,4..., S e et
‘l"." X‘(“ 11 - D}. ! }3_' SRR B
Vot vtk Wl -l{A__ 67 574\4¢,¢.;, . ; S ‘.' %
A d’ == 10% 49 19" R ‘A»"‘"’ﬂ = 1118 14" 44"
sin. 997’0097 5o .m'!\w n".""'» 9;9994327

tmg b” 95801663 « =" o tang B 2. 01593939

‘q I ¢ ettty ). . .. ‘ ' (' . .’.: L ey 7
9 7511580 o ‘; ." IR 3.&18&956
Namb... '+_‘ 0663856 |, o L 348800
O 4 a4 0.563856

‘A
L e edin B l.‘;,’r’r-' LGzt g, #81464
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O reinarquitt/Gue & 'on et atignreté o/ /d'utie blidate; 1o
coeﬁicxent C-dureit’ wbh!tésdpew moehdngomenw mais lo
' cogfficiefit Dt de ‘serok: rélhﬁtfn —igy ,.DOOMB';', valear neauf fois
moinidre dué'Tahtye! Une Ygéve #ugmenithtion: de plus dans la
longitude a', suroit -fait frasser! Dot dAégutif an: positify doi
Fon voit: cothbidh” il est &' oralatverque’ kyikaleur 'a61 D -nd
soit pis’ donné¥ hvee aiste de précimoti ipad ek cbservations.
Dans des cas semblables’, 1} ¢onviendra ('éviter -tont emploi
de ce coéfficient. Continuons ‘eependant d’appliquer nos for-
nittes ,’ ottt a7 des’ bbuorvations domndes épbisnt exemples
DErdite. 1o s W ur YA aldbo v esl sopiefdies ning £
‘ PuisqueC et D sont de:ntérireeigieyiln’cnenit ijulch & s R
dest-a-dire qu'a 19 newsmbre, épague de ls, secande obsers
yation, la cométe étoxt moins. élmguée que - l)g. texre da solex}.
Enamte ur détermmer ¥ ainsi que p, duf).nctg de la qnnéto
ala terre on tésondts Yes équauons"(ng) ,,mus dubord xlfaut
talcaler les coéfficiens & et 2 R cos ¢, d’aprés les.formnles (98),
ou l'on fera 6 = 6 aya.nt soin d’n)outer anglo&uu'hq:ehc‘le 3
le log constant 8. 2335811 ' *

1

yior A:'l-&'-a'ﬁ-"ui' 5 34 Qe J.agg‘ag;w o
N T T L R
::.b g 888932 v L ‘A’* 6.471164 . -
R A ikl L R vveenenns 9.996496
CO8 Cu.uvnue 9-445161 .1 ~cx L D...... 3.686.33
$ "41{’(...2';2.‘1‘0"95;‘5456 1:cpsbiioi111018
(‘nR‘cos c) g ')40617 C B X :52560
.,_ R L ‘ﬁd'-“i, b T ';; '}

XXXIV Cela posé en substitodnt Ja’ valéiir de R dans lel

termes tout constans, les éqnations (29) devnennont
B N

N e = h(-rT—-l.O39953> -
‘.2 9.g74658 — p(aRcosc) + p*.

-t mem e an

-
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Onddshankdéié quirastioompris eptra R ot Roein ¢, o trous
Ym “m“r‘ ibel@q *mﬁbﬁﬁow: 1»\?("\‘»..3'_; {}1,:"‘ ',
’ logiviex '»945;&:65}‘ oo™ DT el
b R log.p = m 36. :

Epot e ru. 0= 8an FreYSS
P y;ues Y.“l%’@: e‘,(;&egx ,qpqnﬂég ,cagcu]é ‘,dPres ["_’éjé‘;

cswnus .ds._l'srhits; (w cité pag..71),, spnt A
aec.-s;: Tog. /= g9.9g0071 ", . T

' Iog‘ p = 9:709336.

. ﬁ’vdurl on voit que par.,,gq Qnenner calcul la JMarpe r ést déter-

minée , a moins d’'un 1000*™,-et la distance p 4 moinsd’un 120"
résultat beaucoup plu¥ exict-qu’on ne devon“bytttendre &
cause de 'incertitude attachée a la valeur de D, et ausi | parce

Vsrgenr, des .approximations élant de l’ordrp o, Jas sqlu-
hmesqlnhb ylavoir e exacte qu&ﬂvum un 1o~
JoRgde-0 eot dé S’mux'nﬁlf le 10°=:des:68 )oura prm pour ﬁmfé
ﬁrh XXHI) A%

Mais si on examine de plas prés l’mﬂuenue de cqtle uotmde
céﬂde yon thouvera qu’e}le n’est pas a beaucoup, prés aussi consi-
dérable. En effet, la seconde des équalions qulon vient de
résoudre, est une équxﬁd&l”ngoureuse ,qui ne peut étre affectée
que d’'une trés-legére érreur 'dans la valeur de cosﬁ Quant a
la prezméro équation ou:#% est }a segle quantité qui peut par-
ticiper a la fms de Verreur des observations et de celle de la
inét oﬂé eat msé de Von' ;' ‘p&r l"'f i’a'lenl‘a connues de 7 et

'q .
de,zggionaiués-mté‘ P’*a*g* B _j_?__l:o |
sotte tju'une erreur dé* "t"‘tﬁr exemple $u¥“h) 'en donne
quhine’de i sur p,cet-ama- de %7 seulement sup r. Cela
explique suffisainment Yexactitude que nous avons obtenue .
dans la sol‘guoq;précﬂ'eptp, saps.avoir cependant une valeur

(i'e D fort approchée.
auicedwnals MO U oh syanisy 290 ufliedie atiuema runt i)

XXXV Venons maintenant aux équations indépendanies.

.\ia-;de
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de D e¥qui doivenit dbnner desirésallats pluy certaing: Tl fadt
d’abord calculer les~dodfficiens. - Py QI ;idapris les fors
mules (31). Voici le détail de ce ealeuls;.
sin (A—a°)... 9-q730027, w;'(;l—';) 9:8773 ' tin (A—a)... -9-9694327
sin (A=d" ).. %9'6’54337 i (A= %) mm% "u?. (x—a) - 9-9698%7g

atang bu.ee... 01413218Y" tank' Bl 9i7801853"  tamg$0..iii.06:1598gy
0.1536541 T g 7:1045§ 0.0987035
Nomb., . + 1.4244724 o - 0.53607_39” - _1.25517
- 1. 7812457 = r1.a88ugag v I st
3 : . L ttp———ibn ¢ " Bl AR ¥
P = 0’356’733 . _1‘781“57 N,
s A—a_no° 42’ 19’ s s el Vbt

| A—a'=nu1 14 44 dn(A—a)..g.96g8779" ""(A&"’)’ 99698"’9‘
A= T‘?’T“‘(A""’ $ 9-B691 4y - < a( Asid) 9. 54BIOYT
PATE =A%, 5.7 vamg b..us oSghasg: mh«-.www

8N.cesercnes Q.SW 9 6884!79 1 l / 59&46’?)‘
;-'ﬂl@béuu-gvgl’lssf S 0 N Rt RIS PR 33 VY
: eyl + 0»4879979 . ougB84y
. 97372853 - 4o 1988417 . .
— 0.5661165 o TR DR
Lo e 06868398 - ey ey wibisir
. , L , _‘—-0546“6.»'__:4 ot e
Sl e e Q== -+ 0.1407-31.‘ Co -
o
un(A—a) 995943:7 -m(A-¢°) . 9 9710037 M(A-a) 99598779
tang b...... 9-9121887  fang b...... 9.9121887 tang be... 0,1593939

m‘ bo,, - °At593939 ‘aﬂs & eeeee 922801653 . . 2 éang b'... 0.081 185.3,
I . 0. 04““-43‘ Pt g 19'%3356' tttous, o™ »'0"‘"1_455'“

s 4err.cgyedne. o, . sh gfio6348 . - —).6238517.

AR LTS R ST A P 1) NI .‘“n‘*’u.’!ﬂmm.:z»: ca e 15%68

s g 1 USRI = = Gomia
T RIS TITL SN TAU B

{] faut ensuite substituer ces valeurs de P, Q, H, dans Péqua-
tion (DB)U'J A ANNNENYY Kus hilasfitien wtoaoN .




. 3 cos x--‘—'o“ & ‘
FERT “"ﬁ’""“”*‘“””’Q
p* cos b . L
+ o (PHQ 4T,

Voici le calcul des coéficjens dans lesquels la vafeur de o sin ¥
p(ﬂé déduue de log. R mu;,]a méthaode de I'a r; XII.

C..... e Q. 892909 N R 9559392 Q:..... 9.248366
_ borereene 8.934552 cosb I 061521 1061521
1:c08b... 0,111018 oG- "7 ] TR :

. 0.613913 0 2°9§87

iRy, "8.043643

8.938479. .., ., ..

v et LI 005513
abs bw B CTTR e O 7—-%-—.-,-
sheeys "96'153; f0 0 - . B ... 3530

.C 0 6‘!9426 DRI ) .Y BIRLE
H...... 8, 8053&" No{mb —% 163:93‘_ + 0.017928
_ 86685! -0 T— 4. x63192
T IR RN 9 T R T
~aide wnniss ] - : _—47[4526)
cos* b . . ‘
e (P +Q +H ) = 0. 06817. |
On aura ddﬁo {’équation » SN }
A (LAl

inp 'o”512§17 —p(4 14526) + p (xo 03409)
i | log.... o. 6.!7552 ., 1.091478
qu ll faut cemlp.ner aveo, Péquation déja trouvée,
Y gl'f =0. 974(358,-*.9 (2R cas P‘)(-{-J
. R NRUTT 1  R. 74061\’1,
rouvera poyr lutj
g? i pq sou*on’wu«r:- sipade®f V177 4
v et TR bg. Bl )a 3900 0 RIS RS Lo TN
103;—9709582,‘ -
valeurs qui on{tau tg l’exgcutude qu’c on peul desirer , puisqu'il
n'y a que trés-pea g,dnﬁ'éfeuce entté ces v&leurs et celles qu’on
a données ci-dessus d’aprés les vrais "éiémens de Porbite.
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XXXVI. 11 faut maintenant det.crmmer ces €lémens tels qu'ils
résultent.de nos- trok obgfrvauons -orpervles oa}cu]s précé-

dens on a .
- '
cos b “edptlt . cos b
WP ......... 0613913 ' -‘—-G-Q ........ dﬁb988 G H... 9.86685.1
T g0 9709588 v g igopeghBa L, e Q'-7°958?
d3a34gs “gigigdlg -t R pril 9:570438
'—:o—é—bP__ ~2.l:l-£l77 'me —Qo;§3o748‘ R o
't ____ P LI . . . ) ’ Lo
- R weses 1012775 ¢ 8in *l'. 0081067 -t .y P s}
P'=+ 1093402 Q=-0841805 -

Des deux nombres P et Q' ainsi trouvés, il sera facile dq
déduire m’ et n’ par les formules (32), qui donnent _
m— . PsinA + QcosA - ia
o =—P’cosA+QsmA

Enﬁn lea trois autrés guantités-m, n, p se calculeront par Jei
formules (27) et on aura pour résultat les logarxthmes ski-

.« ’»\. . :

vans: St T L
m...... 9.881887 m...... 9 681301 ‘
n...... . 9.715418  (—n")....l 0.31283917 . -~
iPegees 90 810753, T p’_;..l..._. 9 576433 ‘

ou 'on a; mdqué que »' bt la- seule de cés six ‘quamtités- qui .
soit négative. On conclura de-I4

mn—mn—.‘—-! 934955...;. 0. 091651 o
mp = mp =l -0.1316p4.v.... 9.11gdgg. '
. np —wp'=" ‘o. 6;5:83 .+ 9-7£g00i

XXXVIIL. Puisque mn'— m's 'est h'ég'a'l.if' e motvement a’;
la cométe est rétrogtade et Ted’ équahdmi'( 41) déviendronit :
- mn-—-mn =-i coaiV‘n :
..t_‘ . ..,',3,‘4; ““"g S5 Teos Y9 L2

;;ff:_’,,p STy e
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Des deux derniéres on tire

np' —np..... 9.78go04
tang S....... 0.669505.

Ainsi I'angle 8 est de 77° 55" 7", ou de 357° 55’ 7°; or il faut,
par les équations précédentes, que sin S et cos S soient néga-
tifs , puisque sin I ne peut Pétre ni /a1 ; donc on a
8 = 257° 55’ 9",
Connoissant 8, on trouvera immédiatement I par la forinule
. ___(np—n'p)
) cmSlaugI--—- e —mw
qui donne
I = a6° 59’ 43" 5.
Enfin on aura aussi la distance périhélie par la formule
Van= ﬂc—;Tm-?-,- 5 d'oi1 'on tire log.i=9, 9824.74, ou eette
distance elle-méme
' T M = o.96od4g.
o 1
L’anomalie déduite de la formule cos* ;4 = —» sera
4 == 15° 6 46". .
Avec celte _anomalie., on trouve dans la table des cométes le

temps correspondant T = 10i.g6g7 ; ensuite la formnldl:ﬂ% T,
donne ¢ = 10i.3254. Clest Pintervalle de temps entre Pobserva-
tion du 19 novembre et lc passage de la cométeag périhélie. Pour
savoir si la seconde époque précéde la premiére oa en est pré-
cédée, il faut calculer la quantité £, ou seulement en déter-
miner le signe d’aprés la formule

. E=mm'+ nn' + pp'. _
Or A Pinspection des nombres qui entrent dans cette valeur,
on reconnoil bientdt que £ est négatif, et qu’ainsj a 'époque du
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19 novembre, 8" ag’ 44” temps moyen , la coméle navoxt pas

encore atteint son pénhéhe Doncen a)oufaut a cette date I'in-

tervalle trouvé 10/ 3254 ou*10i 7 . 48 357, on aura Pinstant do

passage au périhélie ; 29 navembre. 36%18' 19”, ou novembre
agb794. |

XXX VIIL Il reste it trouver le hen (ln péni:élp ’ gt d’abonl

il faut trouver la longxtude hélxooentngne ».9¢ Ja .comete,:

par la formule tangp— — qui donne ¢ = 34° 16’ 432", ou

¢==2314°16"42"; la premlére st celle qu’il: fant choisir;:parvs.”

que sin ¢ et cos ¢ doivent avoir les mémes signes que n
et m respectivement , lesquels sont positifs: Eafin la formule
b < —

tang (+—3) 3onne

tang ¢ = cos 1
@eees 34° 16’ 42" tang(p —S) . 9:97937¢ . -
v 8.i.. 2897 55 g " cosI.. ... 9-9ég8g0
© @=—98 =136 31 35 ... - -'tangv ...... 0.029480 :°

c= 133° ¥ay

et par la quantité ¢ —+ +8, on trouve ce que les astronoines
appellent le heu du périkiglie,

= 15° 51! 46",

Rassemblant ces divers résaltats, on aura les élémens de 'orbite

dg la seconde comete de 1781, tels qu'ils résultent des trois'

" observations données ; ; nous les mettons ici en comparmson

avec les élémens corrigés qu’on {ronve dans les Mémou‘es de

Distance périhélie.. . ......... 0.960449 ' 960595 ‘ A

Lieu du noeud ascendant..... 77° 55 9° 29° 22" 55”
Inclinaison............. © 26 59 44 27 12 4 _ #.,

Lieu du péribélie... viviev 18 BY B 163 g i &

P"“&"‘“m mambre -agi.; 164 58C. 29 agh- 12k . 49" 46%: }- ;

)\ amm——
. Sens du mouvement................ Rétrograde.

ELEMENS comucﬁs l
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¢ XXXIX, La différence de. ces deyx. sysiémes d’élémens est
_amsez petite pour qu’on aif liem des’éfonner qu’un premier essai
de calcnl , fondé sax trois observations faites dans Pintervalle
de dix jours seulement, ait pu condaire i une connoissance si
approchée de la véritable orbite. Mais pour comparer encore
mieux les deux systémes, nous avons calculé dans chacun
d’eux les lieux géocentriques de la cométe aux époques des
trois observatians. Voici le résultat de ce calcul :

1
e —————

ELEMENS APPROCHES.

—

Epogues.| Long. calculés.| Long. observée. Différ.| Latit. .calcul.| Latit. odserv.| Différ.

Noywe.|D M S/D M S| s |D M S[D M s| s

14 {307 15 46307 14 45|+ 61|55 a0 5555 17 g|4-226
19 306 51 27{306 51 36|4 1|39 14 4939 14 484 1

24 [306 4 59‘306 43 20/— 21131 3 50'31 4 53— 6a

ELEMENS CORRIGES.

13 (307 17 591307 14 45|4-194/55 15 1455 17 g|—115
19 (306 53 6[3a6 51 26|4-100{39 13 53|39 14 48]— 55
24 306 43 28306 42 20{4- 28{31 6 a4|3r 4 52l+ g3

11 résulte de cette comparaison, que nos élémens approchés
représentent mieux les longitudes que les élémens corrigés , et
qu’ils n’ont du'désavantage sur ceux-ci que dans la seule lati-
tude du 14 novembre. Ce résultat inattendu prouve que notre
méthode a toute I’exactitude nécessaire pour une premiére
approximation ; mais on devra toujours corriger , par des cal-
culs faits sur des observations éloignées, les élémens donnés
par des observations peu distantes entre elles ; car on ne réussit
pas toujours a représenter par une méme orbite parabolique
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toutes les obsefvations d*tine 'éoﬁ:ete" et:én' ead de différence
sensible dans Tes résiiltats’ ‘on doit Préférer Porbite qui gatis-
fait le mieux aux obserVatiOns éloighéds. Eafin si Ja différence

étoit plus considérable , it fmdrcﬁt avdn' !eabma i ane orbite
elhp&que eu hyge‘rbohque SRR

A utre amhcaaon i la coméie. de 1769

XL. Pour apprecler encore mieux exactitude de mnotre
méthode, nous allons I'appliquer , non a des observations ton-
- jours susceptibles d’erreurs d’ot peuvent résulter des compen-
sations ; mais & des lieux de la cométe de 1769, calculés d’aprés
les élémens connus. Les différences qu’on trouvera enfre les éké-
mens déduits de ces observauons fictives et les vrais élémcns ,
seront des erreurs dues tout entiéres a la méthode, et servi-
~ ronta fixerle degré d’approximation auquel elle peut attemdz@:

t

Epoques. Longitude. |Latitude austr.

Septembre.| D M S| D M S/D M s
8 & 14% [a° 101 18 §{6° 22 14 350166 35 3 .
10 id. la 112 51 31{d 23 28 15168 332 23 'o’.oozt."zéﬁi?

19 id. & 124 26 4p[b' 23 48 36lito 29 20 0.00318385t Pl

V01c1 d’abord le calcul des coeﬁicxens Det C

a--a‘an-33’a3" a'——-a.-u 35’16' - @~—a°5=123°8' 39"

sin....... 9.3019509 sin....... -9.3029188  sin....... 9.5944435
tang ¥'.. 9.6446956 tang b°.. 9.6116907 tang b.. 9.6376g70
8.9464465 8.9146055 ' 9-3331405

Nomb. + 0.0883988 + 0.082i492 — 0.1706635
+ 0.0831492 _ , + 0.1705480

4 0.1705480 D = —o0.0001155
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A == 348° 32’ 22" v
A —a°= 247° 14' 14" - A — a' = 224" §' 35"

Sin...coo.... 9.9647849 sin.......... 9.8425005
-tang b'.... 9.b446956 tang b°.... 9.6116907 —0.4068933
—_— —_— +0.2845714
9-6094805 g-4541912 * C—
. C=—0.1223219

Nomb...— 0.4068933 + 0.2845714

. Puisque C et D sont de méme signe, il s’ensuit qu'on a r <R,
‘comme dans Pexemple déja apporté; ensuite faisant § = ai,

on aura
. A—a =235 40' 51’ LY L
COS...eune... 9-7b1126g ° C.ooreenn.
cos b....... 9.9634938 R.........
COS C........ 9.7136307 1:D....
aR......... 0.3034543 1:cosb.
. (aRcos c)... 0.0170749 Ao,

0.3010300
-'{6.4711642
. 9.0875041
. 0.0024242

.- 3.9374180

. 0.0375063

XLI. Au moyen de ces valeurs , on aura a résoudre les

équations ]
p=nr (:_—, —_ 0.983394>

"= 1.011236 — p(2Rcos c) 4 p*;

et comme on sait que r est compris entre
trouvera aisément la solution
log. r = 9.946165
log'. p = 9.506414.

R et Rsinc, on

Les vraies valeurs de ces logarithmes, calculés par les ¢lé-
~ mens exacts, sont 9.945573, et 9.513676 ; dot on voit que
Perreur est +5g2 sur le premier logarithme, et — 7262 sur
le second , ce qui répond a une erreur d’'un 740** sur le pre-



mier nombre, et d’un 6o sur le second. Si*ces premicres
déterminations ne sont pas plus exaetes , c’est que 34 cosc est .
plus grand que R¢, mais en différe peu ; de sorte, que, suivant
‘Part. XV, les équations a résoudre sont trés-prés.de la Jimite,
passé laquelle elles seroient susceptibles de deux solutions.
Alors les deux courbes qui se coupent sont trés-prés de se
toucher , et leur intersection se délermine moins exactement.
Pour faire cadrer entiérement la solution de nos deux équa-
tions avec les vraies valeurs de r et de p, il suffiroit de prendre
1150 au lieu de 1156 pour la valeur. de D, changement qui
répond & un dixiéme de seconde sur a° ou sur a'.

XLII 11 faut passer maintenant au calcul des coéfficiens
P, Q, H, d’aprés les formules ¢31) :

sin (A—a°)... 9.9647849 sin (A—a°®).. 9.9647849 &in (A—a')... 9.8435005
sin (A—a')... 9.8425005 sin(A—a)... 9.9169325 sin (A—a)... 9.9169325

a tang b....... 9.9387270 tang ¥ ........ 9.6446956 tang b°......... 9-6116907
9.7460124 9.5264130 m
Nomb..... 4 0.5572017 - 0.3360571 - 0.2350302
— 0.5710873 —~ 0.2350302
P. = — 0.0138856 — 0.57108793

A=—a’=247° 14 14"
sin(A—a)..9.9169325 sin(A—a ).. 9.9169325 A—a'=234 5 35

cos(A—a').. 9.8562518 cos(A—a°).. 9.5876174 . A—a°—a’=m

tang b°...... 9.6116g07 tangb'....... 9-6446956
9'3848750 9.]492455 8Mueeceneces 9,969] 824
) tang b..... 9.6376970
Nomb...— 0.3425912 — 01410086 38
— 0,24259[2 9-6068794
— 0.3835998 + 0.4044635 .
° % — 0.3835998

———

Q= + 0.020863f
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sin(A—a)... .9169325 sin(A~c’)... 9.8428005 ‘sin(A-—a®)... 9.9647849

tang b°.~.. 96016907

a tang ¥'..... 9.9457256
o 9 4743483
Nomb ..... + o. 2980910
— 0.300138g

H= = — o. 0021479

i

[

M’g.é;.{i;.:g-s_a'l%’? . tang b ------ 9 6376970
tang b°.... 9.6116g907 tang b’ ...... 9.6446956
_ 909!888: i 9 1471775
R PRI AT SCY T SRR ST .y
-— 0. 1235629 - 9.1766760
© == 0.1766960
— o. 3002389

S’f l‘on weit voir quel est le résultat qu’on tu'eront des' ééua-
tmns (33) et (34) 3 11 faut mulupher les valeurs de P Q,H

YR

nar W 40;\1 le, logaruhme est 9.4764543; d’ullcuxs pp.r Var-
616X on'a Tog. {i sin'¥) = 8. !969643 ce qu: donne g4

Bt -,9-1'18"1425647 -
Jae iy 3'4764543 .

taered oo 0.61go1go

1I— ¢

TR 99979146
0.6165336

Nomb...

— 4.135553

Q...... ,8.31939_14 . Haer 7.3320141
8.4764543 24764543

0.7958457 . 9.80_8_4684
‘esin¥.. 8.1969643
4 8.9928'100 ‘
. ‘+ 0693358: -
- 4. 135553
T~ eodyigh= ""‘f de w.

On trouve de mémo, pour le coeﬂicxenl Je o, SR

Rﬂ l

iD° (P‘+Q'+H') = 14 192485,

Subsulunnt ces valeurs dans lea_ éq,tmtlons (33) ot (34), et

1 5
faisant toujours = 0, 0on aura a résoudre les équatlong



(47)
== 0.494434 — »(2.018598) + #*(7.096243)
log.... 0.306050 0.851028

N~

2
== 0.98339% + .
Or connoissant déja les limites de r, on trouvera facilement la
solution
log. r = 9.945435
log. » = 9.67614% ;
' R6 Co

et de la valeur de », on déduira celle de P=e-3 ‘20055’

qui donne . log.p = 9.513195.

Les vraies valeurs de Jog. r et log. p étant g.945593 et 9. 513676,
on voit que Perreur est — 138 syr le premier logarithme, et
— 481 sur le second, ce qui ne fait qu'un 3000 d’erreur
sur r, et un goo*™ sur .

XLIII. Venant ensuite a I'équation (35), on pourra déduire

ses coéfficiens de ceux de I’équation précédente , au moyemn de
: D b I3

la valeur o = "E’R‘:f_::" dont on a déja calculé le coéfficient

- pour paséer de’la valeur de » a celle de p. On aura donc de cette
maniére les équations suivantesen r et p:

; = 0.494434 —p (C') + * (C")
' log.... 0.468003" 1.176934
r = 1.011326°~p (2R cos c) + p*

) log.... 0.017075,
dont la résolutien donne

log. 7 = 9.045619

log. p = g.513103.
On voit que Perreur est encore diminuée sur le premier loga-
rithme , mais qu’elle est augmentée a-peu-prés d’antant sur le

second. -
Comme le résultat de ces derniéres équations est celui qui
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mérite le plus de confiance, lorsqu on n’a encore augune con-
noissance des élémens de Lorbjle , mous continuerons, d’aprés
ce résultat le calcul nécessaire pour obtenir une premiére
approximation vers ces ¢lémens.

XLIV. Il suffit le plus souvent de connoilre la distance
périhélie, ‘parce quavec: cette distance et le rayon vecteur 7,
on délermine facilement 'anomalie vraie au temps de la seconde
obseryation, et l'instant du passage de la cométe par le péri~
hélie. Or ces premiers élémens étant connus d’une muniére’
approchée, on a les mpyens de les rectifier et de déterminer les
autres élémens de I'o gnte en ‘comparant les observations les
plus ex actes faites & de grands intervalles de temps.

8i donc on veut se borner la recherche de la distance pén;
hélie ; il faut fau'e ‘usage des formules (37) et (40) ; savoir,
Il = 7 = T k! .

&k = pcos b sin (A-—a).P’-l-(R--p cos ¢; Q' +p sin b.H'; (56)
formule ou I'on & fait pour abréger,

P— pcoobp (1=3;¢) H — p'coabﬁ

- 0C, R ’ 6C
Q= -f-i;f’é-’i Q— s sin ¥, )
Or dans cet excmple on trouve -
B P
p cos b sin (A—a).... 9.3y25283
N .. 7.8983630

7.2908913.... + 0.0019538
R — pcosc....... g.g2a27514.

[0 T 0.1754585
0.098209g.... — 1. 2537470
o8in b.H .......... 8.2967865.... 4 0.0198055
—1 231988 = &.

.
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Puisque# est négalif , il s’ensuit qu'an 10 septembre, époque
de Pobservation mbyenne , Ta- cométe n avoxt pas encore atteint
son péribdlie ; ont-én déduit

l=r—$& = 0.123408.

. XLV. Pour avoir & la fois tous les ¢lémens de Porbite , tels -
qu’ils peuvent résulter de nos trois obsérvations, il faat caf-
culer.les: valeurs des six coeﬁcums m,n, p, m'yn, p’; d'aprés.

les formuyles: - T
m—RcosA+pcosbcoaa m = P’smA+ cosA _'n
== RszﬁA+rcoab:ma n' = —P’coaA-i-Q.smA
p= pamb ' p= H .

et on uouvem leurs loganihmes comme il suit, en observant
que m’ est la seule de ces quantités qui soit négative: -"

m...... 9.939238g  (—m').. 0.1662465
P T 8.8788956 Aooiee. 9.4848145 P
| 9.11'3:.9'28 S R 9.1834439

De-la on déduit les logarithmes des trois quantités suivantes,
dont les deux premiéres sont positives et Ja troisi¢me négative

N .

(mn'—m'n)........ 9.5756968
(mp’—m’p)........"9.5dgnoo§
— (np' —np) ........ 84485937

XLVI. De ce que (mn —mn)_ est positive, on conclat
d’abord que fe #ouvement de la cométe est direct ; il fautdonc -

prendre le signe supérieur dans les égnations (41 ), et ofi aura
m#n —m'n = cosI y/3M.
mp —m'p ="sinIcos 8 y/an
"np = n'p =’ aml'sm Syam
A l’mspmuon des ®Mux dernitres , on voit que sin 5 doit étre
7
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1mégatif et.oos 'S\phamf ; de:dorts’ qnn !’a.nglie 8 oaloulé parbe
,formule

S IR T

L ey a3y’
. tang Sostbgme i o e .sﬁosaocﬂ

mp —
PP tangS..... 8.o%bgag1 i .

doit étre compris entre 270° et 365°;°¢€ comme la tangente,
qui est négnlwe, appartient également aux deux angles 175° t’
45".2 et 355° 1" 45”.2, on doit s’arréter au denqpr | ,
9 =365°1"45".9, . .t
Clest le lien du noend descendant, suivant la régle de l’art. XXV'
puisqne le mouvement est direct et la latitude saitrale:
- Linclinaison I se calenlera par-la formule .

mp'—m'p
(mn ~—m'n) cos 5"

qui donne I = 40° 44’ 14"7.
Enfin la distance périhélie étant calculée par l’éqnahon

(mn'—m'n)

n=
a2cos*l

)

on aura log. 1= g.0913596, ou M = 0.1334126, valeur tjui
s'accorde suffisamment avec celle qae nous avons déduite de la
valeur de £.

~ La distance I étant connue on aura lanomalxe 4 par la for- '

mule cos* L = ~;— ﬂ'éu l!oﬂ'wb NEEREY L 30(14. LT

......

Cette anomahe répond, dans .la table des cométes 3 an temps

= 6a1/.749, et oe nombre Stant: mnltxphé .par Ii*, on aura
t = 26'.9560, qui ajouté:aa temps. de Jobseryation. moyenne
sept. 10.5833 , donnera sepd. 3. 5393 ou.actabre 5.5393. pour
Yinstant du passage: dé ls comése par:le pénhélxes IR

La longitude "héliocentriqus: o eat-donnde - -par ls:formule
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dangy -_‘:é.»kp ot Fons dait pheerverideiindr®lesigne de sine

conforme a celm de n, ou celui de cos ¢ & celui de m. On atita
ainsi o =468 86" et ¢—S = 9°.56' 40”.8. Ensuite la dis-
tance ¢ 4 16"¢6mite an noeud dont Ih‘longx\ude est § , #e calcule
par la forpmle.: @ GRS

' tang (9—8)
camTe gt tqngc...--—-—-———-;_ cos I e
qul doriié ‘o= 13* i’ 527.8. Enfin la somme S+ e+, puisqae
Ja cométe' inarche vers son périhédlie (art. XXVI), donneta
pour le lieu du périhélie, 144°'8" 8'. 4.

.’ X sici le résultat de tous ces calculs comparé aux vrais. él¢-
mens de.Vorhite :

" ELEMENS APPROCHES. ELEMENS VRAIS.

Log. dist. penhéhe....'l....... Q..o»9t360 : 9.090847
Passage au périhélie. ... . Octobre  7.63g3 .. | Qctobre,., 3.5310
Lieu du noeud ascendant....... 175° 1 467 | 175° 3 46”

Inclindison....s.......... 40 44 15 |7 4o 47 56
Lieu du périhélie.......... e.v. 144 8 8 144 11 32

Ch —— .
Sens du mouvement... .. ... 0 hnnnen Diirect.

OBSERVATION GENERALE.

. XLVIL Les deux exemples que nous avons choisis pour
'.l’apphcauon de notre méthode , sont aussi différens qu’il est
.possible: Dafis le'ptemier, Je mouvement en longitude est trés-
lent , etle mouvement en latitude trés-prompt. Dans le second,
"du contrainc, le mouvemerit en longitud’e est trés-prompt, et
-+ ]o meuvement en latitude trés-lent.:Dans Pun, l'intervalle des
“::obserwations est-de ‘10 jours;:dans Yautire, il n’est que de 4;
1. et cependant dosucess deda méthede a é16 .a+peu~prés le méme

dans Pun et'dansFaotre.On-a obtenu.les élémens de Porbite
~i rés-ped différens de.ceux que.donne la combinaison d'uy plus
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grand nombre d’observations ou d’observations fzutes a de plus
grands intervalles de temps. . .

Il y a licu de croire que le spcceés sera le méme dans les
diverses applicationg quon .voudra faire de cette méthode , sanf
peut-étre quclques exceptions qui pourront dépendre ou de
Pinexactitude des observations ou de quelques circonstances
particuliéres peu favorables, telles qu’une trés-petjte inclinai-
a6 de Torbite, qui ne permettroit pas d'employer avec 'sdretd
¥es latitudes observées. Tié cas le plus défavorable de tous seroit
cehui ot 18 mie brbite dxﬂ’érermt trés-sensxblement d’une para-
bole, et ot en'tiémie teriips la distance de Ta oométe au soleil ,
lors de la seconde observation, différeroit trés-pen de celle de
la.terre-au-soleil; car alors Yemploi des équutions (%g) pourra
btre défectueux a cause de lincertitude sur la valenr de D, et
on ne. pOllrl‘Olt pas non plus faire usage de l’équahon (35) ,

: e
pmsqne ne seroit pas assez petit pour étre néghgé

" Au reste hous avons réduit les formules autant qu d a été
posmbIe pour la commodité des calculateurs: nous avons donné
des régles stires pour distinguer , dans le résultat des formules,
le neeud ascendant. du noeud descendant.y-les épeques-avant le
périhélie des époques aprés le périhélie, et enfin pof:r prendre
chaque chose avec le signe qui lui convient, sang ayoir recours
aux figures qm sont cependant uules pour diriger le calcul, .
Mais on ne sauroit trop recommander aux calculatenrs d’ap-
porter le plus grand soin & bien déterminer les signes des différens
termes qui entrent dans les formales, ‘et punbxpalement dans
les valeurs des cosfficiens ©,'D, P, Q; H, d'aprés Tes régles
connues des sinus, cosinus et tangentes considérés damsides-divers
quarts de ] circonférenca. Liattention ,:a.cet. égard y est d’antant -
plus, nécessaire , que rien n’y. pewat suppléer, et que lamoindre
négligence peut faire. augmenter  considérablement un travail -
déja long e, fasud;eux, iou donnens croire mal-a a-propos quelu
mi'thOde, qu’on a syivie esh défectpense... ', .1 . e



SEC'OND'E PARTIE
M¢éthode pour corriger les élémens de Uorbite connus
par uné premzére appmxzmatzon

XLVII[ No Us prendrons pour exemple la cométe de,‘ 1759
qui‘a été observée pendant un long esppce de temps , avant et
aprés son passage par le pénhéhe » et.nous choisirons lcs trois
observahons suivantes tirées de la Cometogrmbg‘e ﬂg Pingré
tome u; page 368

L. ( TR TR tll.‘i‘

: — — .
! Temps moyen Longitude )

Sa Latitude. | Lie
& Paris. | delaComite| " O “d O

D M SIDDM'S |I'D M §

Aocdt. 14.52352} 39 58 16[ 3 19 30 Al142 31 26 o
Sept.. 156y398[140 39 1732 43 34 A[173 } 30
Déc... '~a.zl:4|3 276 41 30|23 33 95 B 250 54 12

32

yoeoan ot

Supposons qtb par les” premlers essa:s ona tri)uvé le loga;’
rithme dé la distance périhélie = g.0gooo0o0, et l’lmtant du
passage au perxhéhe le 7 octobre & 1a heures envn‘on nous.
prendlons porn' 'tes deax élémens corrigés ,

: glg H=9 ogqooop-i—m(mooo) L
Passuoe au pémllél;p. .«p. pctohre 7.50 4 7(0.26)
La correction @ (-10000) est exprimée en unités décimales du
sepliéme ordre ; et la correetidn’r { 0.25) réprésente une frac-
tion de jour qui iroit a $ de jour ou 6*, si on avoéit'r=1. Ces
nombres sont ainsi choisis ;'parte ‘qui’on ‘suppose qie la véri-
table.époque- du passage-au péribélie, doit étre entre 7.25 et
7.75; el que le vrai Jog. de lu distance -périhélie est pareille-
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ment compms entre,9,089 et g,ogl ouda moms q‘u il ’écarte
peu de ces limites.

' XLIX. Cela posé a, Vaide de ces dénx élémens »'on doit cal-
"cu]er les anomialiés ef les rayons vecteurs qm ont lien a V’ins-
tant de cha((lue observauon V0101 le détail de ce calchl hpph-
~qué a'la sec.onae observauon on y' verra lés pté&tautiotis
prcm’re pour temr compte "des correclions m&éternun&d e

Passageau pér;héhc ocL"" 7.50, ou sepl"" 37. 50+'r(o -95).

(L
Temps de observation.....c.c.ccceeues sept"" 15 69398 . "

DifTErenCe. ceeee.venrreiivenencreeesraneness £ == a1, 80603 +ay(oi -35)

Le logaritame dear. 8o6oa est 1.33£526%; ponp -avoie la partne
sadditionnelle due 4 la correction 7 (o. 25) on pourront Rrendre
i1a différence. logarithmique de 21806 a 21801, ldquel'e est 193
18t mulupher cette différence par 250 »ce qm donnermt 49750 5
d’ow ’regulte le logarithme entier de ¢ =1. 3385?64 +7 (49750)
Mais pour plus dexactitude, il faut prendre la différence qui
xépond A une. unité plas. elevee, moitié en dessus , moitié en
d’essous du nombre constant ; par exemple celle ' qui a lien de
21756 a ¢ 41856, Cette différence ést’ 19916 on 1a trouve facile-
‘ynent, par la disposition des tables, én remontant et descendant
“de ¢inq degrés dans }a méme colonne au-dessus et au-dessous
de 21806. En vertu de‘cette différence’ Pexcds logarithmique
"'qui répond A" 7(0.10) sera 7(19916) ; donc I'excés qui répond
4 7(0.25) sera 7(4g9790), peun différent - de celui qu’bn avoxt

“trouvé immédiatement. On-aura ainsi, :

log. t=1.3385764 + 7 ( 49790}
Diailleurs ona o
1 log. /H/: 8.6350000 +. @ (15000 »
Retranchant le second du premier, il restera -
2.7035764 + 7 (49790) — @ (15000).
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( 55 )
Ceest le Jog. du temps T em loyé a parcourir une égale ano-
malie 4 dar{s ig'ﬁgi'aﬁéfep dont )¢ d?stﬁ%i’cé pé:‘ihiél’ibeé’t 1. ‘
Le loganthme 2.7035764 répond au nombie '565:33a. Pour
avoir, lg partie, gc{drionn?lle, bﬂs?lrvf que Punité de diffé- -
repce entye Jes nomfrgsﬁ 0b (:.f;o bos 53 ,r.t,".i,u t entre| ]'eurs
loganthmes la ({;h’érgnce q'onc a propor fon les. dlﬂ'é-
rences, . lpgguhmnques 497g0f et 15ooo P donperbnt entre fes
nombres Jgs différences 5.795 et, I. 746 .'De sorte qu'on gura
T = 505.33a + 7 (5 795) — @ (1} 746), "
Dans Ia table du ‘mouvenient ‘des cométes | o frotive péur
504 jours , Panomalie 132° 19’ 59", et ‘pout ¥ Joursde plub,
ane, dxﬂ'érenee de 427" ou 4 450. Donc l’anomahe qtu régop’d
ala va]eur de T est

il 132"32 56"8 + 7 (14’ 894)’—-4»(3’335)., ISAREN |

oti Yon Voit ‘ que 1es co:rectmps ‘'sont expriméds en’ i thd et
‘milliémes de mmutc ce qui est plus commbode ‘poiir 1¢’ ‘ehedn

que Jes exp:esslons rédunles toutes en sedondés at‘&h’du quil
faut rappqrter les dxﬁ'érences a nne unité.. an moms égale‘& 'la

mmute
Il faut cherdler mamtedant 1 logarnhme-cosmns dé l’a\n

=66 100 7 (6 ) — = (da)
Ce hgambnw,fou la. partio: connye , est g. 606q431 pqur

_avoir l'autre .partie., je trouve dans la table qu’une minute de
; plua dans_l'avgle fait diminuer e Jog.-casinus de 2865, et
. quune smingie de.mains le &xt aqgmenter de 2862, Le miliea

deges dxﬂernnces ast a&h& t. pm,u- 1’ £} dang . ‘pour ¢ 6447 1a diff¢-
rence sera 18461, et pogr 1’ giag.elle sera 5561, On aura
donc S R

log. co‘sl 4=9. 606043’1"—' 4 ('1‘3461)’-!— = (5561)

son double.... 9. 2120862 — 7 (36922) + @ (11122) K

log. Hl.'......;.'gz*ogboboo"' S + w(mooo)

Diff. ou log r= g '8779138 + 1(36922) — o(ngn)




.. (56 )

cest le logamhme du rayon vecteur calculé d’aprés la for- .
mule (38).. o .
+ «-Is Pous. aller p}m loxq, deat .bon.de. diriger le calcul par
une figure qui représente §-pearprés la position relative de la
terre T, dua soleil S, de Ia cométe .C, et de'sd'projection K sur -
le plan de I’écliptique (fig. a) o ‘ ,

teee- . Longitadedn @ .c.e. ;73‘ 3 30”

Long. de la cométe.... 340 39 iy, .

~ . Blongation KTS..... 3a b3 13

1] .&ut«-on .sanclure l'angle CT'S entre lg cométe. et ]e ?olﬂl

gahglo qui a été appelé:odans la premiére partie ) ; on le trouve
gpir-la frmule- cos. C.Tsmca:.K.l‘S g0 C [K,ﬁ ol QTK

i apt 43345 Tl e i
", v %0:9 KTS.'. .o 9-994228‘ Cee e aed e " B PN
. c_os bolooiogegbhgorS o e o

s CTS.... 9.88g1399 CTS =3g.¥ar'g: . 1
Dans le u‘hnglo GT'3; ‘connoissant-ley. deux coiés, ,ﬂT R
€8 &r 1y atlun desangles opponta QTS 4y on. calouleu da borql

Yungle TCS par la formule sin TdS; E sin GES4 qui d donne \

n"‘""‘ 505'0918")0 YT Bl
cm CTS.... g.8009486 ., . . )
1:Fieieses. O, 1990869—1(36922)-{-.(1122)

sinTCS.... 9. 9948448 —_ 7(36922) + c(uzs)

De la résultent deux valeurs de: T CS-(parce qlie Tang gle TS
n’est pas obtus ), et il faudra se décider entre T'une ou l autre ,
d’apres la connoissance approchée de Vorbite. Dans. ce cas, on
doit prendre la plus grande sayoir

TC§ = 122° 44’ 3878 7 (45" b70) vw'(r? 38651 *

-
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(57)
et comme o, a .déja CTS = 39‘ 13 2!”.9 ) le troisiéme, angle
du méme trunglo -
C8T =181’ 5g"'3 = 7([.5’470) + a(l 383).

Cela posé, la latitide héhocentnque CSK =, s& calculera

par la formule smi_ M. o CT
sin CTS R

sin-b..ve.o. 9.5869544
: 8in-C8T.... g. 4907547—1(176446) + #(5363)
. 1:8in-CT8.... 0.1990514

"8inA.ivee.s 9.2767605 — 7 (176446) 4 = (5363)

De-lk résulte A= 10° 54’ 7"2 — &c.; mais les corrections de
Fangle sont inutiles & calculer, et il suﬁit d'avoir celles du log.
cositus. On peut trouyer celles-ci, en observant d’aprés.les
tables, qu’'une différence de 65600 sur le log. sinus, répond a
tne de 3434 sur le log. cosinus : on peut aussi mpultiplier les
corrections de .log. sin A par tang* a, afin d’en déduire celles de
log cos A avec un signe contraire. Ce dermer moyen R qm est le
plus simple , donnera ‘ J

Iog'vo:aﬂg 9920903 <+ 7(6546)—-0(198) i
Mamtenant Tangle de commautation KS8T se ealculera pat la

£ormulomKST féﬁf—fl-‘ ey
| .co8 CST .g- 9781236 + 7(!87!1)—c(569)
'1:cos Asesee 0,00790Q7 — 7(6546) + v(198)

. _cos KST 9 9860333 + 1(19165) — w(371)
,Gommutt K.ST_ 14 a7’ 11 3—-7(37 369)+c(1 139)

. Longxt.delaterre 35'5 31

Longlt - héliv, 9'::: 7,.68'01 Jemn (37’369)-1-'(: 139)

LI, Parces oalculs, on a déterminé Panomalie ¥, la latitude
8
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héHventriqife 'x;2¢t 14 longitude héliocehtrique:¢rde la gométe
poirle mbmb‘hl”ﬂd llobservativin-dw;r5 septenbrdOw: fira.de
séfitblablés Wkl cuhy Podir -Jed 'épogutd dinmées dunl anit. of
du 2 décembie, etiNC bvite 166 résud taty sgivaws fdlnﬂluqucb
oﬂ’d”&wtidgh!‘pai‘ 'mmﬂv* ueawwm.wﬁu, cbpnl!wcedt

éeux Jnnd%béﬂibte” Vit r -6 cebweh fes
Miow g erbie ol
. A chu 14 re 146° r3‘6bf A (3&63}»-,(,2'575)
. 141‘9“ L BRI Y O’Mf357 15. 84l th R (20'48 ) -+~ w{0P33)
oy lognn‘q A »_8.‘526"04.-1-,:(1\_895&,.)-”1.(945}

153«;;5:;:1: bref © 21 I35 5648 Lé 3's§5)
L St ol $ = 7584 3—7( +. 1135}
wmes 1og 'a%nl\ =" 9 976760§—-1( £ 6363

0] 1o D M Lo nrony gtharzoan vool R 3
alaibenibdad’l (P2 -  52046% 39" i8%  +wx (-33007) wiw { 2440 )
1"!!!!*8(1 atesl u" =% 97 30 005314' !&‘6(’&!‘}%(0‘94‘:)

krénhélie. (2. ;m‘%h = 9 &638809*"(3730-)\%{.&88)'

02 33Ol TR S N ANt ERGR? A B £ 1

2Bl wm mwwt e sphprs: cangenisigus. an
so}g—.;l dont lgsurface soit rgnnomxée parle plqu, dg h‘p&uﬂ%
et par celui de Porbite de la cométe. Pour mieux samrgpz}l,‘%;

tion respective des différens peints,, on pourra supposer que la
circonférinue de 1écliptiqae est déveloptibe suFun pidn (B4, B),
et forme la.: Jigne: dvoits’ @ v -devvilugnellel 7 repwisame lel
premier point d’ari¢s.,. T &:Yordes des signbs,'0 leipcud ascens
dant , et zyl6 doduds ‘desceridan s 367 I fetsntdtor! ‘Archigue point
de : Pédigitinhie , towrme: K. sheipwati-slever-dne‘perperidicar:
laire: K<€ .qui:aeppéwerite < 14 ; 1atittderide. W2 ouisee ;e ( mbape’
temps ‘que ‘1K dst ‘ia’ ngitudié;: et bassatite des points € fox--
mert: lx ligne sinuease- nC?uC'eh “guispepréseite Vit rebbtida.
du plan de Parbite avee: larpurlide sphériquer evncentrique:as .
solcido Dane' c(tdisaste dipivojectidn ;-ies longivades.¢tdos lakir/
tudes sont représentées par des grandeurs proporliounoclbes;.
mais les aros:du-man’tement hdlivcontigus: sdnt-allésés: dans



(89 )
lgurs.prapartionp:3;ilsnsdnk ol gddal ([ 48 SO RIHIANS
Faredé catrbe (3 Ry ne rapuésanin quinaolpRBusmargale Rk 48,
Quoi-qu’ilien. hoit ,.catto fignpeqat tsts -Prap e dirigeni e sals
cal: qabiremtda, fauire. poun i détermination de.Loshites ..., . i

“Laodistanqe T 1, enpplément de da;Jongitnde. flu.nmd Rsgefix
dant 2, est d’environ 5°. Au 14 aoit, la, ogmf;tp élait § & un
point’ C" trés - voisin ‘du noeud descendant puisque ‘la dis-
 tafice ‘TKcofdlément- 366° de" M Yongitude o *| n'est que
‘@enviroti -3°.' A% ¥5  ®ptembfe’, 14 ‘Yonrtte marchant wers le
péiihidlie 1T, s'ésktrodvie en"Ciavée lalongitude K d’envi-

ron. 8°. Arri périhéjie It le 1 oclobge clle s’est trouvée
:dx‘g;qnte ;lez 3 du noega ascendant 2, Co '?u;:"ﬁ ,w;m
‘yomie, elle.t le. nmud sa, latltude est devemie ,h;m:qg;
‘et enfin le's bre, elle est Pparvenue an p&ut C’ ou r'on

hx*:,wwenwm ~iifeuy dé’ 360°L-¢'. Si mumaf;.
lombte estiexaotement pai'abohque s-il are Jui reste § parevurir .
da 4 décembre 196 ‘)usqu’&"!’iﬁﬂd, que Ture C', 7% 5 et
gul A TIQ, Si cette orbite est elliptique , elle conhnuera son

HOuvet Mt Tiisqu n da procitné appa \i6n dﬂnila% artic Y,

nials élle fe d’écrim qu’dn dirgle trés-?etit dans 4 E’?ﬁﬁs N
Sf&éwb S LTS8 CRNVI TR TR BT Y (3 YR T
sl ap 3y «m{t;n o e iy r N SZ1EL ERLA R

LI - Apreuvmr apm& oette ldée duc mwmeat Bélioceny:
m@u%wmétu fenons ala détermination:tant; des eosfis-
cians. 7 ekanque des.divere démons da'orbite: - - 1o - iy

z:ﬁuivwinhl mﬂhﬂdnmdmaw L] cogsidére le hnmgb Sphﬂ-'
riqua formé-pax:lesvdoum points(2',C4 of-paxle. pble. da 'éclip:
 tique.: Dang ce-trisugle , an¢onneft les odiéede Pangle aupéle,
qui sont-les: opmplémens des- latitudes: K°C*; KG ;'avec Pangle’
compris; masur pap . liaxc K’Khﬁﬁt—»fﬂ-vuom peut dono:
déterminen lo-troinidme. 44 € 6. qui, doit dtoedgal & la diffée.
rence «des s anemplies 4% by ok 9a-1b n&ultex P‘q-uon h.
aoudlm I FUR AL TLIED F TEVY) LS ML ARSI o I
cond w(%-—-&)mm(mﬂmhmﬁbm N sin A%, 656):
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,‘ .'-Ml'l“""w

.
/o -
r-‘.‘b o8 -4

,J‘.)e— M‘

,(.a/ﬂ/w

bl i

(160 )
¢ opsbtiedra a1 HemB1#le ‘d8:14" Solnpardison des deox
ﬂﬂﬁ@@t@!q‘ﬂﬁ&ﬂn&o » 2ODIAGHAL & oD vl Pl Lol
iusg-&qu_ -‘-'1554") ‘_guu?oglp_:_’sz ?coé Ll gt 7, ’

2idogqeeatd 0y SULYIY 2 DLl e 2 e T80
et par le moyen de ces deux équauons on pourra détermmer

n‘fl.net EST RH {GRR Y :?}'

e L mé&hﬁmws&%ccp«hxrs assez dnrwxement.m but 3
mais elle a;lingonyéniept do. pppaser. gog. les . trqis, points
C°, C, C' sont exactement, dans pa-méme-plan, et elle n ‘offre

(pis les moyens decorriger pu aw, moins de-diminuer Perreur
ui auroit lieu si cette condluon n’étoit pas remplie.

”“‘O‘J d‘e&( ltidrol¥ pofut la cond [c; l’unxié

‘?lh‘x' "in fd\‘mzﬁn ar Ja cOmf)art et C"ane
ﬁ%rb‘ieﬂa’é d&ﬁ""s‘em‘b\abf& au# (565 En
effet, cetté’ i%l's}eme éqtmhon serfo une ‘suite

(@& deux autres; cak §1-fandvoit-qué les "Jeﬁx plans C'C°, C°C
Hranghien £ unangle bieh différent.de 180°, pour gne Faro CC’

b g s 8B 3~ menésdirsifement. de-C -en- ) fiit.eqnsiblement plag petit gue

pre por\Y

o sommandes arps C347,C2 €.V oiei donc Je meyen qulon-poug:-
Mbhq*)yon..,wg B N L SN O ST
v b ES BI6E 90 CONOG Lt 200 e et i TONTIR TN
o1, BV, QOn; gegompait que- trow pomts C O,.C msont dans e
Rlan dan, méme,geand; cercle, si-les, lmsuudf—s dg.ces mmts
£, 9 £ 51 30rn ItiEACs Ny A A satisfont & Péguation. .
sin(e=p*tang A-SA0 -J‘)*WM»(:M‘J)WHD ‘(57')

v, un..rto uh - umw A o s yika. 0 W,
‘ou ce vient sL en es anoma ies %, «l, -¢
A5 5 n Xt h op n “f ‘u M35 D 3amsT et

et Tes Talilndes N équation

e D S, S s L A S TN T T T CATRR ST T

Ain (3" )gin Nok 0in (4 ~4 )8 1 Fdin, (b b i = @0 (58)
:8in oo Y sobstitwe- les® valetrs: données' Yar¥’ Fakiticls! T
-on’ bsériant de préndroun’ o §' négativisient ; oN rAl une
tyoisibme dulttion ~ laquiblie 1 devirn  Stre: Cohrbinke: aveo des
équations (55) et (56), afin d'en tirer des' vl 3ds v
et de =, ‘qui’y: SatisfHideirt: dussi biek Yu'il €st possiblh. Té dis



(,6n)
Ui ben. guik ot postible .. pArae, QU'syANE kroi.iéquationi
pour déterminer deux inconnues » onReideit pas:prétendre

giuefalre exactement a ces trms équahous » mais seulement

érchér 3 a ren(]re leurs premlers membres tres-pems
G0 I0h SEOO B L 20U 81D Zudh e eh v 3l 1 13

LV. Connoissant 7 et =, toutes les quantités contenués dads
.1é:tableau: de:Part: 'LI\denendmm edﬁé&'emeht‘détermmees ;
on uloa!éra ensuite l’inclinaison | B pav ial!'omml& <o) ereitr
.t ERTE AR V- .-)

- ' ' am (o —e°)

R M;I—‘—‘: (,_\r ¢) c_m«coob YR ARC RN () |

P95 te mail ilih m

ogl)on aur& som de pregdre ¢° : \«L( .)E‘iRFés%‘ﬁ h ﬁw-
lance CC’) ae méme slgnc que ? —9 ) ptu'f B ‘mckq
‘3} tou;ours supposée momdre qqc go“ Lorsmg} _8€1a, ¢ ge!rr

mmé ,.on aura la Iongllgt}e du nee 48 par Jaf °"§’f“ S10 1511

G 6¢-S)~—~‘°ﬂm~wph SUTTAPERAC: )
b Cette eq,ualrmn dans’laqualle » doit tdu)nuw &tro egardé
.cemme positif ; donnerapour Pangle p -~ doux:vhleuis-coms-
‘prisgs.entye :07 et 180°%;:00 em: ireta. dodc deux xblowrs:de .
L’équation sin (¢°—S) = tang »° cos I, qui a lieusemblabbs-
ment, donnera de méme deux valeurs pour S. On aura enfin la
ttoisf&neéquaﬁo:} sint ('8-—'-’8 Y=="tangx ¢cos I'Colt 1'5d a éHah gé

lesigné ‘dd premier shembre;, afin de prendse’ ydéihvthﬁeﬂf‘

latitade w5 qui est dé sigite contraire ank dedx antres a, A Y,
dgi résultemm encore «deux -valears de S.;0r yidans, chaque
sysiéme, il est nécesseure que la méme valeur de 8 se retrou ve,
ou exactement ou au moms a u,ne petnte dlﬁ:erenpe prﬁs cette
différence venant de ce qu on’ na ‘pas pu satisfaire’ c\:actement
aux trois équations qui:déterntinent et @, On prendlra donc un
miliey epire cae. trais, yalenrs, de. S, peu diffdrentes gntre. elles,
et on ayra Ja longitudg. dun noeud.anquel on appliquera la
régle de Vark, XX.V, pourparair si g8hle neend. descendant ou
lenoeudﬁswdm - S MR TARNCRNTLS SRS RO

.. Par Jes, valewrs copnues .de.l'anomalia. . et de lp d;stancc



(68 )
BEERER AT 0R Asoqmﬁ m’mmd,’lnsmbd-gmnw P

hélie;lesigne posjtif \né&gl,\f s m{;gugrg & 19 mou-
vemegtﬁest duc(?? ol T t'rogra e‘p%glz-n&l xeu du pénhéb.e 8¢

déterminera par les formul’e’&qdé’!‘a}t B Ore Wi 1d donnois:
sahide e) tous (esEfbthens MBY'Spbite Get dédaitAsérient de Ta
. xésolutidmides txaix. éguations (56, (66 ety (b7) aqwe(58),
qui donnent les-coéfhiaienis. v eblwe st o a2 ) s <
- Nansune faisonsl gulindiquer-eette méthode sarg Lapphigaer
& wotrd axample, | parce -que,quoigue .84 mavahe.sqit asses;
natwrelle.,: qependanulle»oll inconvénient dei e pas néduire;
leg arvenrs & yngméme écllclle- Deux eprepry égales dans deug
des froja &mﬂm aPe o congidére_poprroiept répondre

‘des er rs‘t s- es sur Iet: l?nglludes ou; sgg lgs ’l'att:gl,xsdfr 5
M) USl) 1 A0 2l 1Y) 335 0% 13
el Fest ce qd’of }n viter> Nous allohs donc ex'poser une autre
méthode qui paroft de"é"éﬁ- mieix ‘re‘mpﬁt‘ notre but.>+>
e ~AREp=S o WIS

LVL Suaposons que par Tes fol:mulcs récédenles pu par.
une premiére connoissance approchée des élémens de I’orbxte
on ait trouvéd = ot 5, 34:-3’65' 3 (6’03! 16+ ﬂen du ncend

descendant)\,'et'dﬂ o w=="16% 48, v - P STIELTOR

Appelous \gqur gbreget x lg,quauuté 9-——5 .ou lq ooté oK
du triangle sphérigue reo(angle o KC on aum dnna ce tmngle

lﬂMé\!u‘ﬂm 2% DRI Eony o Wl REAN
unA-smI sin @i s, v i L (61
oo ot g F 0 IONG TS LAMg O -~ v 6o i . {§2)
Nous ' prendrons! pour ~vglsurs corrigies de-1 ctﬁde,r tu deax
“9"“‘”9‘3 z M a4iIarrg lé-( sty v A s r)f VU PR |
i e T A0 SR (0000)

¢ = 16° 48 +u(5ooo), g e
et parlear substitation dans J'équation (61) 1__on qura_ .y
" sinl.. T 98!5;854,!-»:(1390) T R
“sine..... 9. 4609456 + u( zogao)

; m A..,, 92764339 -m(m) «#u(ap&aq)o v e




(63 )
Compararb'de Yog; 1td{w°§‘eemi‘&é‘ﬂﬂ?m“’dh%la dimbrériest
’f"“3ag§-f- z‘(‘y%ﬁ o ing)sz [’(]vﬁi’i& byl ¢ 5363),l l[
1gul

AP N i LS vl Jo ))L(

d Tou }‘ésulte‘ s}"l tygde.ﬁ EIEEMumot col 18y sr3mm uhb
_E.a-_: mmm(sh 13) 114631 8g) drsitafigee) Tnam (ofB 18
Caloulamt. de-méme Jos detrx; forninlgy> simnt = bin il ety
sin N = sin 1 sin ¢, daprés=lds valewnsll oozl lsighop
of tia{ BGpfici- Plae Jlaciley wn tovverapdouxalouredb dogreinh,
ot log. win A’y lewiuielies copparées agx valeurs: spabiabley déj:

trowvéos (et LI, donnerosvsur les angles:i)«fdes.ortuende ot
ROl R £ otgs ) B 96K w(a'sayy-wmma'
E""-—-'“‘ 189 4 (4908 )= ( 1'76;)-»41( SR % tleth oyt
Majmlen;f:i Je caicul de. l’éqnmon )qu s et {q'n'é? "lgptn&g’

.n')ﬂvl‘rs'- BEFARERSITS )

cos I"' 8. 9"788748-4(54&’)1 ju}"': l") sl P S
‘tange..... 9.4798887 + u(2283o)
" tang.....: 9: 3387885 = ' (86 +u ( 453@ 17l
. As=215a 9 oat 5 (Q08) 4 (3833) - 11 0 o

d’ailleurs p= 7° 58’4: 3« 7{39'362) b o £330 ) ;..
aie85 ou 70—4‘ 53' 2n”i zs’"§33 +u(3'923)!4--r(3‘§'§6’5 n ( ”1 §9)

0‘.: YEVIT o0
Les deux équatlons tangx. ==cosltang ¢ ettaagm-.mltaqg;;;
donneront semblablement :: - ik

= 4° 58 79”5 — z(0'168¥1+u(3'787)<+#{3'331) — = (0'469)

7 = & 479815 H-ox{ ¥'ofit ) o-u (5789 2o (6] Sy m(5 680) /.
La seconde valeur de Ty étant retranchée successivéfientdé?:
la premiére et de la trbfslémé “on au:ﬁ Jeui nouvelles diffé-

N & -
rences ou erreurs, e

Er = — 4B & (/0 AV E XS 3635 # (46893 = (0'670)
E' = 6350 +z(2 ugf«!-u(q’ooﬂ)"-{i»(‘g'%g )— 4 (7211).

‘l”

LVIIL. Toutes- kGMd-&-pmblém étant ‘a.u‘xsx expri-
mées, si oxr ‘vouloit anéwhitir i la fois’ ks cing erreurs ' E', E’,
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E", E~, E', on auroit une équation de plus que d’inconnues,
ainsi que le comporte la nature de la question. Mais comme ce
ne seroit que par un hasard singulier que les valears des incon-
nues z, ¥, 7, ¥, tirées de quatre de ces équalions, satisferoient
a la cinquitime , ‘et que méme dans ce cas; la méthode que
nous devons suivre conduiroit au vrai résultat, nous lacherons
seulement de diminuer les errears de maniére a avoir la para-
_ bole qui satisfait le plus exactement qu’il est possible aux lroxs
observations données.

Nous commencerons donc par détermmer'r et par la con-
dition que les erreurs E” et E" soient nulles ; ce qui'dannera

7 = 0.1344 + 5(0.0243) +u(0.0013):

@« = 1.0606 + £(0.3278) + u(0.2793)..
Subslituant ces valeurs dans les trois quantités E', E’, E",on
aura ,

. E' = 2'.948 4 x(1'.499) + u(2’.g96)

E' = 0'.006 4 £(0'.069) + u(3".040?) ..

E” = ' 418 + £ (4'.780)— u(1'.167).

On voit déja qu'en faisant = et u égaux & zéro, toutes les
erreurs se réduiront a deux; 'une E' d’environ s 1 ,lautre E”
dc 1"4a; erreurs trés-tolérables dans la théorie de's'cométes.
Mais il est possible.de les atlénuer encore en cherchant le
minimum de la somme des quarrés des quantités E', E’, E”,

LVIIIL Pour cela, il faut multiplier tous les termes de E’
par 1.4g9 codfficient de &, tous ceux de:E” par-o.05g, tous
ceux de E” par 4.780, et ajouter les trois produits. Opérant
ensuite de la méme maniére par rapport aux coéfficiens de u,
on formera les deux équations, )

o = 10.148 + £(25. 009)—u(°-9°8) -
o= 5. 098 —=z (0. 908)+u(|g 580);
d’ou l'on tire
£ ¥= — 0.4144
u == 0.3796,
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Au moyen de oos valeurs, les trois erreurs E', E', E”,
deviennent

E'=4d'78g , E==—0868 E"-—-—-osSG; s

de sorte que la plus grande ne va pas & une minute,
, Substmnnt ces v'lleurs de s et u dans celles de = et de »,
onaura’ :
S o7 %=.0.4840 -
o = 0.8466;

d’ol1 résulte le log. de la distance périhélie =o. 0908466 ot
Pépoque du passage aa périhélie : octobre 7,5310.

Des. valears trouvées pour. z et », én dédait Pinclinaison,
I = 40° 47" 55”9, et la distapce ¢ atr 5 C = 16° 46' 36"1.
Ajoutant a g C Panomalie ¥ ==132° 39" 56’8 + = (12’ 894) —
# (3885) = 132° 21" 15”4, et retragchant la spmme de 180°,.08
aura la distance du périhélie au noeud mMQ = 3o° 52’ 8"5. Enfin
par 'une des expressions de T on trouve Ty = 4° 66’ 19°6; ce
qui donne la longitude du noeud ascendant 176° 3' 4o” 4

Si de ceite longitude on retranche la distance ma du péri-
hélie au noeud, il restera ce que les agtronomes appellent le
licu da périhélie = 144° 13’ 31" g.

LIX. On peut donc établir ainsi les élémens de Vorbite de
" la cométe de 1769, en tant qu’ils résaltent des trois obaetva-z
tions données: '

Log. dmt.pénhéhe........'........ 9-0908466
Lieu du nceud ascendant........ .. 175° 340"
Inclinaison de Porbite......... eee. 40 47 56
Lieu du périhélie. .e.sevesrsneeees 144 11 32
Passage au périhélie:....... oclabre 7.5310
Sens du mouvement......... eessss direct

Si daprés ces élémens, on calcule la longitudé et la latitude
géocentriques de la cométe' a-I'instant de chaque observation,
on trouvera les résultats'snivans :

9
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ERIT PRSPty VIR 1 e - § AAT e
ol lon voit que les erreurs sont insensibles sur la longitude,
at-ne vpnt qu'k 2 ¥ sush Ja'latituds: - s fh
13 Izew 8l éuenis trouvéd ‘pari Pingrd, dapréa lds mémen ohservy-
tions{Cométograpisiey. tonte 1l ; ppge:38r), repnélenteat bien
les observations extrémes da 14 aoiit et du 2 déoembres mais
S Fobsérwation :du 16 septembre , ilsidonnentune ervedt de
«pot! wul sirla longitade:; et nmcb ¥ f-ﬂfhhnbla ]mmde..
Cohgareyt b Leahagurns e wth tases g
~oobMohwredte, di Fhpresiles éldmens que nm&on&trbuvé:
ou d’aprés ceux e Pingrd ow calinldit’ Jes. limaxi de & comdtc
. pouip Fantres: époques :bh ‘ell¢ w étdobseryéey oy dreuveroit
domexheis de-daron 16 miinuteset' mdme plhs;tant sak.Ja
dowgithdegat sur lx:latitude:: Cestiplar coftesbailagy < ud Pimgeé
-lai-méuie '{zowwé diffé remtes: orbitks en! caloalanti-Giffiézenis
observations yrdutdti il toemve 1linglinaissm:rde kot 48’ a9,
tantéd jblatrouve de 049’ 86/, st dinsides nutres démens.
-+ H’ nly s rien i conelure de-ti contpeiVexmmtitude des calculs
‘dlaprés:jesgwels nous vemuns de-délerminenijorbitesde la cométe
de 1769 sueppicalienils :donnent ) entvb towtes-les paraholes pos-
sibles , 'une de cclles qui satisfont le mieux aux trois sbsce-
‘vations denunéewi Maisiil wst-possible; Bt i} parcit méme tdrés-
probable, dfaptés cesdidférences; gire o wrsidoibite dedaoomeéte
de 1769 n'est point une parebole. It fandvoit discuter' de nou-
veau;les: absorvations de cetto omméte’, chicisiy bes plas exactes
aprés. ‘les:pwoir corrigées tol’'sberration st de 3 parallaxe., et
alors on pourroit essaycr de délermiuer Pellipse ou I'bypor-

Uy
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“bole ‘qui” est la” vraié trajectoire. Le calciil ne seroit pas beau-
coup plus com[)]iqué que les précédens; il y entreroit 'élément
. de. phu = eltraisobsesvationssuffiroienttoujours pour résoudre

le prbbléme niais i seroit bon den faue entrer au moins
quatre en compamson

h Ob.gervatwns sur la méthode précédente.

LXI. Pour avoir une idée nette de:la méihode. que.nouns
-propasons;;. et dant nous avans' idétgillé - les, calculs, dansi un
.exemple., il fnphoboem: qq ‘elie est compbpéq;da quatre pe-
..imldwhnﬂe&. Cal et wearivtsadG mol

., Pramiéra_partis. .Aprés, avoir teprémnlﬁ ler. logmihinﬂ daila
dutnnm périhélie ; et Pinstant:du passhge g périhélie par deux
expressions contenant chacune une correction indéterminée,
on-calcnle , d'aprés oea valeurs , 'anomalie & et:le -rajon.vec-
teur r peut le:moment de chaque obsarvakiom. 1: s - :1::. i ...
.. Sscende partie. Connoimaut tout a-la~fojs le: rayon: vecten,
.]a longitude et la latitnde de Ja cométe données'par Pobserva-
“siom 'y la longitude:du. solgil-et.sa-idistance a la terre.donoées

par-les 1ablea, on calonle 1a.longitade. et ia latitude héliocem~
triques de Ja somite;;:ot:ponk cet.effet , il -est:bon de.constraire
une figare gui représante. a-pon-prés les positions. reapectives
des diffétens ;points, et quiaidera le plus souvent afixer I'indé-
tormination'.qde présente dens certains cas le. triangle- CTS
dans lsquel on. connoit denx c&téu, et l’angle opposé & Tun
‘W,AO rr e 1A e al BeoLis
- .i.axnaulmdo ces deux pmmém op&uﬁom, dont on peut
fommeor: 'ak ‘potit-tablean , -donners , pour Pinstant de chaque
chservation ., -1Tanomelie 4 ; la lengitude héliocentrique ¢, etle
dog. sinus de la latitude héliooentrique A. Il faut ensuite procé-
-der & }a-détermination da- plnn de Porbite et de la position du
génhéhe. Poobl e el . .



(.68.)

. Troisiame partie. Ayant représenté Pécliptique par une ligne
droite, et Porbite.de Ja, cométe, vue du soleil, par une ligne
smgeqse on marqyera sur celle-ci les différens lieux de la ‘
cométe d’a_pres Jes. longxtudes et latitudes helxocenmques ‘déja
calqplées On y mapquera également le lieu du périhélie qu'on -
doit déja connoitre d’une maniére approchée par Pune des ano-
malies, On dopnera, ensuite des.valeurs en partie connues, en -
partic mdélerngméea & Pinelinaison I, et & la distance ¢ de
la cométe § I'un des nosuds lors de lobservation moyenne.
Au moyen de ces valeurs, on calculera la latitude A, et la
quautué x (quin’est autre chose. que la distance ¢ réduite a P&clip-
hqpe) par les formules sin A = sinLsin e, tang x=cosI tang s.
La , copparaison du log. sin A, avec celui qu'on a dé)a trouvé
dans la seconde partie , donne une premiére erreur E' sur
Yangle A ;.on e trouve une pareille sur les denx autres Jati-
tndes , t;e qln fait trois erreurs E', E’, E". '

‘Quatriéme partie. Des trois vnleurs de « correspondantea
aux trois observations, on déduit trois expressions de la lon-
guude du noeud, qui égalées entre elles fournissent deux équa- .
tions entre les quatre coéfficiens inconnus. Tirant de ces équa-
tions les valeurs de deux des coéfficigns , et les substituant dans
l’expresmon des trois quantités E', E*, E”, il ne restera plus
qu’a faire en sorte que la somme des quarrés de ces trois quan-
tités soit un minimum. De-la résultent deux équatiom qui
achévent de délerminer tous les coéfficiens, et pu suite tous
les élémens de Yorbite.

v
X

LXII. On pourra procéder de méme, si on veut combiner
ensemble plus de trois observations ; mais alors il convi¢ndra
d’élablir deux systémes d’erreurs. Le premier comprendra
toutes les erreurs E', E', E”, &c. relatives aux latitudes; le
second comprendra toutes les erreurs.de la position du neeud ; ,
si par les diverses yalears dq « calculées apx époques des dxﬁ‘é-
rentes observations, on trouve , pour la longitude du nwud,‘
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les diverses Valéiars 8,8', 87, &o.; et'gu'on appélle 8'+e’ la
vraie longitu&b 8 du'neead; on"autd les dirétirs siccessives’”
d=e, = 88" o= ¢ + Y9, 8., en nombre’
égal a celm dés obiservations , et ¢’ sera iine 1udétertnmée noa=
velle & joindre aux quatre déii employées: Dans le systdme des
errénrs ¢', ¢°, ", &c., on déterminera ¢ avec deux desautres
intontives; de maniére que la sommie des'quarrés de ces erreirs
soit un' mininium ; on aura ainsi expression dés trois incon:
nues ‘eii- fonction ‘des-deux autres, et la ‘substitution  de ‘des
valears étaint faite dans les quantités E', E’, E, ‘&c. du pre-
mijer systéme, il u'y restera plus que demx inconnués. On
déterminera enfin ces dedx inconnues, par ld condition que la
somme 'des quarrés des erreurs E', E*, E¥, &c. sont un mml-
mum, et on en déduira les élémens de Yorbite. - e

11 seroit plus direct de donner des valeurs en partie connues, .
en partie indéterminées , aux cing élémens de Vorbite, et
ensité de calcaler poar o moment d& chaque obsétVation ;la
longitade et la latitade géocentriques de la cométe. 'On com-
pareroit 1es’ ‘longitudes et 1es latitides calculées aveE les Ton>
gilirdés et les latitudes observdes, ce qui donneroit pour vhagué
observation deax différences ou erreurs, et on égilercit érisiiite
& un minimum 14 somine ded quarrés de toutes ces errenrs. Mais
le calcul conduit de cetté maniére seroit plus long’ qué celui que
nous avonsindiqué, et il n’en résulteroit quan nvantage assez
petit pour'la diminution des erreurs, A cause' dd peu’ dé varia-
tion que subissent les quanutés lorsqu’elles sont voisines da

mm;mum. b v e

[} IR N LA

Oﬁfervat)‘ on's sur 7e ts'afcul Jes correctzons mdétermznées.

LXTIL. ‘Lées tables de logarithmes ‘contiennent tout ce ‘qui
est ‘;ﬂu‘essnrb poui: 1é ealeal dés corrections iridéterminées ,
“ainst"” ‘qu'on Pd-via'danb led~exemples précédens. Cependant il
est BON'd¢ Temirglier a’bt”pent caleuler dans tous les cas ltes’
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eﬂicwns d Lqrreclions, gans, recouric. aux différences des
bies qm sont toujours affectées de quelqu’erreur. Vom quel—
queaprecept 808 8UJel s 1 vy L I r e T :
" Si 'on denande le logarithme du nombre a+bx dans

lequel:dapst uneteorredtion tovjotits suppioste tﬁu«pé!ﬁ’e par

rag?q,ﬂ;ﬂa 35 Je, Jogagithme, chegehd, pepa, Jag-¢ o %m)

mx#@%‘ Jo-mddole a.4Béag’, due.-Mais vonune des lugarithmes
ont ordinairement sept décimales; poun que la coptectionsoft
expnmée en unités décimales du sepliéme qrdre,,. il faudra,

[ORCEIR

ig Fien de.m , melire M == 434ag45., dont lehs est 6. 6397843,
eﬁ,ﬁﬂmlﬂgéaﬁbx)ma-{vc(—oﬂ) REVESTE BRI

.x'ﬂédxﬁfo}?uemenf ayant log gy Iog a + s{b)g pn qn tu'e

eyl ol e

l b — ( AL .~'.-',.'-t]".
e nombre y =4+ 37 )

Si dx représente un nombre de minates servant de correc-

10°.m
tion a Yarc a; et qu’on appelle s le nombre constant T

'(r’ étant le nombre de minutes comprises dans le rayon), dont
le logarithme est 3.1015104, on aura

log sin (a+bx) =c—togsii 6+ & (nb cot. a)
log cos (a+bx) = logcos a— x (nbd tang a)

log tang (a+bx) = log tang a + = —'—'3——)

Sin a cos a

dog cot. (a4-bx) = log cot. a —x(_?.b__._) :

sinacosa

formules ol les quantités qui maltiplient x sont réduites en
unités décimales du septiéme ordre, de méme que les loga-
rithmes. Réciproquement si on a

log sin y = log sin a 4 = (c) , il en résulte y—a-}-:(—ungn)

log cos y = logcos o + x(c) , nlenméaultey:a—.r(%oot. a)
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Iogmgy —*'Iogianga"-j-#(ﬁ "»ﬂeinéau!wy-‘-)a +x(— sin a cos a)

logcot y—log cot. a+a(c), llenréaulleyw.a-—-x —-cinacosa)

la. correctmn a.ontée b la vnleur do @ étam. exprimée - en
mu;lutes. _

"Il est souvent utile de tréuver Ye log. cosinus ; lorsqu’on a
le .log. sinus, ou vice: versd, sans étre obligé de chercher Parc.
Or par les formules précédentes sil'ona; - - = v -0

log sin y—1iog sin a4-x{¥), il en réslte Iogcoly : logéos a—x (e tang‘a)
* log cosy = logcve a+-u (?), il en résulte log sin y'—log sina-=x (c 6ot.* a)

Avec ces formules et autres semblables , qu'on pehtempldyer
suivant les circonstances , on s’habituera aisément an calcul‘
dekf corrections mdétermmées qui peut étre fort itile dans toutes

sortes d’approximations. : :

e o L Y |




. . APPENDIGE.
Sur la Méthode des moindres quarrés.

Daxs 1a plupart des questions ot il s’agit de tirer des mesures
données par 'observation , les réswitats les plus exacts qu'elles
peuvent offrir,*on est presgue- toqonu oonduit & an systéme
d’équations de la forme. .
E—a+b.r+cy +fz+ &c.

dgns lqaguq] q*b ¢ f» &oc. sont des coéfficiens connus ,
qui ‘varient d’ane équalion & l'autre, et x, y, 5, &c. sont des
inconnues qu'il faut déterminer par la condition que la valeur
de E se réduise, pour chaque équation, 4 une quantxlé ou nulle
ow tris-petite.

S Pon a adtant d'éqﬂmom que d’inconnues x, y , 2, &c.)
il ﬂ"y a auctirre difficalté pour la détermination’ déi¢ks incor-
nues €t on peut rendre les erreurs E absolament ntilles: Mais
le plus soyvent, le. nombre des équations est- supérieur a
celai des inconnues, et il est impossible d'anéantir toutes les
erreurs.

Dans cette ' rconstance , qui est cellé de Ja i’lupart des pro-
Hémea physiques et astronomiques, odr Von' cherche & déter-
miner quelques élémens importans, il entre nécessairement de
Parbitraire dens la distribution des erreurs:;st .on-né-doit pas
#'attendre que toateslos hypothéses conduiront dxactement aux
fridihies tésultats ; mais'f]l fant vur-tout filve’ én sorte quo Ivs
erreuys cxtremes sans. dvoir dgard & Jeurs signes , soient ren-
fermées dans les limitcs les plus étroites qu’il est possible. -
"'De tous les principes qu’on' péut proposer pour cet objet,
je pense qu’il n'en est pas de plus général, de plus exact, ni
d’une application plus facilé que: ¢elni dont nous avons fait
usage dans les recherches précédentes, ‘et qui consiste & rcndreé
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minimum la somme des quarrés des erreurs. Par ce moyen y il
s’établit entre les erreurs une sorte d’équilibre qui empéchant
les extrémes .de. prévaloir , est.trés-pyopre & faire connoitre
Pétat du systéme le plus proche de la vérité.
La somme des quarrés des erreurs E* K"+ E"+ &ec. étant

(a+bl+cy+fz+&c-)‘
+@+bc+cy+ a4+ &) 0
+(a+b"x+cy+fz+&c.)‘ e
+&c.,

si 'I'on" cherche son minimum , en falsant Vaner x Seulc on
tdh ‘Péqnation s

) o=fab+xfb'+yfbc+;fbf+ &e., .
dans laquelle par fab on entend la somme des produlls sem-
blables ab + ab'+ a'6"+ &c. ; par [&* la somme des quarrés
des coéfficiens de x, savoir ' 4 8" + 6" 4 &c., ainsi de suite.

Ao minimum , par rapport & y, donnera semblablement

-o=fac 4+ xfbc +yfc +xffc+ &c.,
et le minimum par rapport & z,

. o=faf+ sfbf tyfef + iff* + &e, ., ..
oi Pon voit que les mémes coéfliciens fbc, fbf, &c sont com-
muns a deux ¢quations, cec qui contribue a faciliter le calcul...

.-En général , pour former ¥dgquation du minimum par rgp-
Ppoxt d Yuna des inconnues , il faut multiplier tous Jes. termes
da chaque équationproposde par le coéfficient de §incannue dans
catie dquation, pris avecson signe , ek fau'e une somme de tous
ces produjts.

On obtiendra de cette maniére nutant d’équatxons du mini-
mum , qu’il y a d’inconnues,, gt il faudm résoudre ces équa-
tions par les méthodes ordinaires. Mais on aura soin d'abréger
tous les calcpls, tant des multiplications que de la résolution,
¢n n’admettant dans chaque opération que le nombre de chiffres

10
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enlicrs oy décimaux que prus ppugop .\e.dqgré d,apprmma&mn
'dont la queshon ggt achphhl.e. ey
" 'Si"par un hasard singulier, il Gtoit: powb}p dcfm:‘o a
toutes les gguauqna en regdapg_;ogtea.lq erreurs nulles, on
obtiendroit également ce résultat par le?méqnanons da mini-
MM, 5 CRT, 81, BRI -aNOIf h:ouvg loc valeurs- de z, iyy £, 6¢c.
qm rendent nulles E, E/, &c., on fait varier x, y, %, fc. de
_ J‘y? ‘:’f §§c il est évxdem ,queE qul. étplt %ero 4ﬂ“¢~‘dl‘a
'par celté Variation ( aJ'n: F b8y +gdz, &e)'. IL.en sgra de
meme dg E"‘ E;‘.,‘&c ]j ou l’on voit que. lptﬂommg dcs GRRLFée
fi,es ?f“}’;i},’, \ éui"a POYF Vaxiation une. qqanuhé.slmnwndx ondze
_pa.r’ ‘x:aPpSrE a J‘; J‘_y N &c ce qm 5 accorde QYW lﬂ ﬂ?tlll-‘pdsﬂ
minimum. N
*U8i aprés avoir aelermmé toutes les i mconnues x,.y ,,;, Sgg,,
on substitue .lours valeurs dans les équations proposées,\
connaiira ra les. dwerseg erreurs E, B ;. B, &c buxguelles te
systémc dqnne hqu » et qui ne peavent élre rédultes sans a aug-
mentet la somrae dé Terd'quirés. Si-parit ‘tes errenrs il s'en
tronye que ¥'om juge: trop grandbs: pour dtro: adistinés} alofs ch
rejatieral Jes:équationa. qui- ont prodait ves-erreurd;: contiiid
~veoapt daxpiriendes trop défeetnenses , ; et onidEterminera Tés
inconnpes par de moyen des équatiomsaéstantes, i ulors doni-
neront des ezrenis beaucoup moindred. Evil est ¥ obsetvergon
ne ;scra pax abligh alors: do recom meticer tous 1w caledls ; ‘car
comme-J¢s dquations.du'wimimu s forment parl’&&dltfoﬁ des
produits faits.dapa’chacane ides- Yguatione propodbées’) it suffira
d’écarter de I'addition les produits donnés par les W qui
auront conduit ¥ des errevrs trop‘consilérublen: s 7inv 00

La régle pariaquelle on prend le milive’ entry’ lea vésaNath
de différentes -abservations , n'est’ quune conséquencs trés~
simple de netre; mdhoede. gdnénle 'y qUB:BOUS" appell'erons
MéMdughomquuame'a. st o SR

En effet sl Fexpérience a donné diverses — af jaa", e,

.: 5 .
i h
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potr trié Pesitalne YUAntité'+; Ta soimt 465’ qulrrés dés erreurs
sera (a'—x)* + (a"—=x)" + (a'”—ix)‘+ &e. 5 el: en égalant
et S me: & i Wsihti (Tod oS e .
RCNINY % H H”’i‘!?a!“k‘}_‘; (ul [§21 ‘)#. (drb o g )5 +,_&° ’ .

Combe g npen s r"'.‘ ; -l- ” \ A dIhTva A
’ a
dal, témhexm - - & ’ » Slant 18 nombre dis
db’matlorfs e ' : ‘ 1oenthan H ai

Pcrexllemeut, si poay détermxher la posxﬁon G‘un pomt dans
‘Pespace ; on’a trouvé, par une premiére- expéqence les coor-
données'a’, b, é'; par une seconde, les cbordonnées o’ B” ) &c
ainsi dbhme soient %,y 2, h?!! ‘vérilables cooraonnées de ce
‘poinit :ulors Perrenr de a premidre expérience sera la- dxstance

~ du point (d', ¥, ') au pomt (x,y , z), le quarré Je cette

-distanrce est’ T

S (a’ﬂ-m) +(F—y) +(c—-z)' st T
et la.somme des quarrés sémb!ables étant égaTée a li-n b h&m,
on en tu‘ﬁ troxs équauous qm donnents z:f hd r f ' f 4

;—, J,Fﬁ;‘-., l;:-;,
a étant le anombre des points donnés par Pexpétience.. Ces fuis
Zpnles sout les mémes, par. lesyuelles on trouversit 1 Wntte
de gravité comman de plusienrs masses égales ; sitides dihb1és
points donnés ; o0 V'on: veit que Ie: centre ‘8¢ ‘gravité tin
corpe quelconqus jouit de ¢otte propriété générale.” - "
Si on divise ia.masee d’'un corps en moléculey égales &1 asses
pmtu . POur’ 8ire 0oneiddrdes-comme ded points , la somme dés
guersés des distances des.. moléenlea au cenme de grhvitd sers
LR WIMMDRM. - 5q e b S e
On voit donc ‘gee I mothoib del momdtes quarrés fait
oonnaitre ,.enguelque sorte .lesmtre autour duquel viennent
se ranger.tons.les résultats fournis par 'expérience’, do mahidre
a s'en écarter.lo moins qu’ilest possxbk Liapplication que nous
allons faire de cette méthode & hu ‘mesure-de Ia méndnenne R
aphtvera de -metire -dane itout son jour sa samphcxté et sa
fecondlte
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Apphc‘ahon d Yo mesure des degn‘s dq midridien.”

Supposant que le méridien est une.éllipse .dont les axes mnt
dans:le rapport-de 1 & 14+« ; si ow désigne par D la longuenr du
48" degré; et par. Bccelle de Paru-compris entre les deux lati-
tudes:Liet L', on"aura par les formules connues , et en expri-
mutLq-Lendégrés. .

Sh —L) —14D. 22 4in (L'~ L) cos (L’+L)';

Hit qs v
dop vhenlte . [ g o
— L’“"B*&B‘-"z'f' La. qsin-(D' L)'“' (L"*'I’)

Comme le 45" degré est d’envu'on 28500 modules , égaux

(
e, . B e e
chacunedeux toxses, on peut faire -;3 = 182-00 £ étant une

fraction trés-petite-; et on aura S i
’ P Lt 28 8 ) ﬂ ’ ’
L—L = 4_85oo+_» 485oo+¢ .——sin (L —L)cos(L +L), (a)
équauo qm pour chaque arc dont on connoit la longuem: avec
Ia Thtit lae de sés extrémités , donnera une relauon entrg « et C_
Voici maintenant les longueuru des différens arcs de la méri-
dienne de France et les latitudes des paralitles qui les séparent,
telles qu’elles résultent de 'opération exéeutée: par les célébres
astronomes Delambre et Méchain.

Arcs compris.

l Liow Sa latitude.

, : L—L | L+ L
ldclobm'mtm TR Wn%; Y TR TEY

LN O -.xﬁuya.tg f9°12! 20" yhlyg* 63’ ©"
l’a,m_luiollni_Pn‘x::x:s,418l 504375 RIS A I
PE’ 7618575 'Ta'40° '7.a5%95 32

EC 84435 .35 1a & 10/Bg 23 3
Carcassonpe.....|43. 12 54.40 : 748 89 7

CM 5274948 1 51 9 60 84 34 39
Montjouy........|41. 31 &4 § G Aep e

Duiefipue ... 151 5" 38"50] " e !.9

EvauX..cccoeesacee [46'10'.'.9.50 '
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Nous avons, donc .quatre arcs dont les mesures étant substi-
tuées successivement dans l’équatxon (a) , fourniront guatre
eégusatious eniva«_et: €. - Mais. comma:cas quatre ¢guations ne
peavent pas: étre-satisfaites toutessa-la=fois ; neus supposerons
qu’elles ont lieu ;. en atiribuant. uhe certaine exreur a la latitude
de chaque lieu, et nous appellerans E', E”, &c. lescorrections -
additives aux latitudes de Dunkerque du Panthédn, &c. Ces
erreurs n’entrent que daus le premier membre de chaque équa-
tion ! elles sont trop petites pour affecter le terme muluphé
par « dans le second membre. Voici donc les équdtions gui
résultent des quatre arcs mesurés dans l’opérauon_ de lg méri-
dxenne,

E E”-— . o. 003923 + €(2.192) — « (0.563)
E’—E"= " 0.003100 + €(a. 673) — = (0.351)
E'—E"= —o. 001096 + €{2.963) + a(o- od7) .
E"—E" = —0.001808 4 ¢(1.861) + 2 (0.263)

i
Comme il importe de conmderer les erreurs séparément on
regardera commme une nouvelle inconnue Perreur E", par
' exemple et on aura les cing equatlons

E = E"+o 006023-}-6(4 864)—-a(o 914)

E' = E” 4+ 0.003100 4+ €(2.673) — « (o 351)

E’I' EL'I (b)
enBr= EY A4 n.ooxngﬁmf.(.a.gﬁa)m A(a.cé';)
o B = E" 4+ 0.002904 —¢€(4.813) — 2 (0.310)

1! faut mmntenanl faire en sorte’ que’ la summe des quarréds de
s cinq. erreurs soit wn minimum, et d’abord ceite condition
éxprimée par rapport a l'inconnue E” dont tous les cosfficiens

gont 1, donne par ’addition de toules ces équations:

o =5E" + 0.013123 — ¢ (0. ;339)—4(1 622)
donc E”'—- —o. 001625 + C(o 048) + a(0.324).

Substntuaut cete valeur dms les ¢ing équations (4), on aura
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E = . 0.,003398 + €(4.918) ~« (0.bgo): s
E' = 0.000475 4.€(28.320) ~—a(0c0unYy "
B" = —0.0088afi-4x £ {® :048) % « (0.38d} > ¢~ 71()
E¥ == — ouo0abagp~wC(mugsd )4 {0 by yr o, o1t iivei
E' a= 0.000%707+2£(4.765) 4 = (0.0M). - T
" Pour. exprimer ensuite la condition du minimum ‘pay rapport
4 ¢, il faut multiplier la prenuére équation par 4,912 “Coofi-
cignt de ¢; la secanda,:gar 3.930; la troisiéme:, pir-e.ed8;
1a, &pptﬁmmg, par —2:914; Ja ciriquitme , par- — 4.966, et
égaler 4. zixp la.spmme de.lous les produits. On opérera sem+
blablement par rapport a «, et on aura les deux équations: *

0= 0.020983 + ¢(63.726) — «(3.830)

o-—-—oou3387—t( 383o)+u(o 531) ()

d’ol1 Von tire « = 0.00675, etif = o.o,oooqq&; donc

l’aplanssement P
! [0S e 148

PR RS . 3

etle 45“" degré D"— 2 “500 = 98497 78

Laplat;ssemeﬁt determ‘mé par, ln lopgugu; du pendule et par
quefqu hénoménes as!ronomnqueo, n'est que de 555, et le
' 5™ degré tel qu'on I'a déduit de la comparaison' des migsures
faites en France avec les mesures faitesap Pérou, estde 28504.10.
C'est sur de détnier fEsuftet qu'est fondée la aélermmanon défti-
nitive do'métre 1P dévrbit-8ive dirkitted Periviron un 49co**
si-ow i tanvil aux sealts idsnires bxStutées eir France'; mdﬁ!
Paplatissement ‘i trbip ea d'bcdid ived erlai-qhs TOH dont-
noit par d’autres phenoménes » mo permct pns d’ dophar ce
dernier parti, © - -
. Les valeurs-trouvées pour & et ¢, délerminent l’elhpse ‘qtit
satisfait-aveyi exactomenit'q¥il est szkxble ‘aux thiéstirés'de Pure
du méridien: compris entre Durikeiiie’ et Barcelore. Celte'
ellipde est: beavicotip: phasaphatie e béHe “qtii voriventoh 1

/
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figure générala.du-globe; elle sappose dans les latitades obser-
vées des erreursgque Pon-déterminerd eerswbstituant les valeurs
trouvées poyr. s et ¢,- dans: les expressions de E', E*, &c. : on
trouvera, eny ddumuues errenrs em secondesy; - -

E'=—0"73,"E*=1"83, E"‘—--;-‘l‘w "E"_-'o'4a E"—o 03.

Ia .plus grande-de touted ne monte pis : 2, et In moyenne,
san¢ égard aux signes , n'est quedeo”g1. .-

.Si an lieu de..chercher les deux quantités « et ¢"qui con-
viennentan minimum absolu , on commence par faire ia qmm-
tité « égale a Daplatissement connu: ;% ,-les éthons ()
deviendront .

E = o 001554+C(4 gn)
' E'=  o0.000391 + €(3.720)
. E"= —o0.001612 4 €(0.048)
" EY= — 0.000663 — ¢(2.914)
E'=  0.000333 — ¢ (4.765)
et on aura pour ’équation du minimum, o=o. oogoxo+c (62.726),
d’ou résulte ¢ = —0.0001436; dono

le 45¢= degré = 28500 (1 —¢) = 28504 -093 '
ce qm gaccorde suffisamment avec la détermmahon adoptée H

mais alors les erreurs E', E’, &c exprimées en secondes ,
deviennent
3%6, E”; 0”00, E"’—-'—5" 83, Er=—0"88, E'— 3'6a.

Ces qn:eurs sont plus fortes qu’elles w'étoient.dams le cas. dur
minimum abspla ; la plus, grande.tombe sux la latitude d’Evaux,
et la moindre ) Qqui est. méme. eptierement mulle , sux- celie du
Panthéon. L

Au reste, les anomalxes dans les latitudes , qui.sans aucun
doute ne donvent poiut étre attribuées aux obsezmuons tien-
nent vraisemblablement & des altractions. locales qui agissent
uséguhb;emem sar lo il aplomb: 11 suflit, pour cela, dun défaat
d’homogén¢ité dans Jes conches qui avoisinent le pdint oi 'on
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.observe la latitude ; et la méme cause qui rapproche le zénith

| apparent du midi ou du nord, peut aussi le détourner de quel-

ques pecondes vers l'ast ou vers Ponest ; ce qui_explique les
inégalités qu'on a anssi. ohseryées dans les agimuths.

. 11 résulte de I'existence bien constatée de ces anomalies, que
la longueur des arcs du méndnen est moins propre que celle du
pendule; a la détermination d’une mesure universelle; et il
n’est pas étonnant que des observateurs, d’ailleurs trés-exacts,
ne se soient pas accordés dans les mesures qu’ils ont prises des
‘degrés du méridien , puisqu’a raison des attractions locales , les
latitades de deux lienx également éloignés de Péquateur , pour-
‘roient différer entre elles de plusieurs secondes.

Paris , le 15 ventése an 13.
6 mars 1805.

DE.LIMPRIMERIE DE CRAPELET.
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METHODE

Pour déterminerla longueur exacte du quart du Méridien,
d’apres les observations faites pour la mesure de Uarc
compris entre Dunkerque et Barcelonne.

Par A. M. LEGENDREB, Membre de la Commission des Poids
et Mesures, de I'Institut national.

Lzs citoyens Delambre et Méchain ayant enfin terminé toutes
les opérations relatives a la mesure de Parc du méridien compris
entre Dunkerque et Barcelonne, on va s’occuper sans délai de
déduire desdonnéesque cesexcellens observateurs ontrecueillies,
Ja grandeur du quart du méridien qui étoit ’objet principal de
leurs travanx. Dans cette circonstance, j’ai cru qu’il ne seroit

. pas inutile de communiquer aux géomeétres quelques idées sur la
méthode qu’on pourroit suivre dans le calcul des observations,
afin de parvenir & un résultat aussi exact que la nature de la
question le comporte. Ces idées sont une suite de celles que j’ai
déja exposées dans un Mémoire sur les opérations trigonomé-
triques , imprimé dans le yolume de PAcadémie des Sciences,
pour année 1787; je prendrai de-ld occasion de développer
quelques démons;rations qui avoient été omises daps ce Me’;moire,
et que plusieurs personnes ont parn desirer.

Les é¢1émens du calcul empruntés de ’observation sont :

1°. Les angles des triangles et les hauteurs des stations néces-
saires pour réduire chaque triangle au plan de I’horizon. .

2° La base de Melun 4 Lieusaint, Cette base principale, ainsi
que la base de vérification, mesurée prés Perpignan, ont été
yapportées & un module particulier, appelé Za régle n°. 1, dont
la longueur est fort approchée de deux toises.

8°.Les azimuths de deux cotés de la chaine, ou les angles qu’ils
font avec le méridien. Ces azimuths ayant été mesurés aux
deux extrémités de la chaine, il en résulte une vérification de

M£wu. de LEGENDRE. A



2 DE LA DETERMINATION

toute I'opération , non moins importante et plus facile que celle |
qui a été donnée par la mesure d’une seconde base.

4°. Enfin les latitudes des points extrémes , Dunkerque et
Montjouy , ainsi que celles de trois autres points intermédiaires,
Paris , Evaux et Carcassonne.

Tous ces élémens ont été déterminés avec un degré de pré-
cision qui auroit droit d’étonner, s’il n’étoit une suite nécessaire
de lexcellence des moyens employés » et de Phabileté des
observateurs. '

Du Calcul des Triangle&.

Lorsqu’on aura réduit 4 ’horizon tous les angles des trian-
gles (Note I™), et qu’on aura appliqué 4 chacun des angles
réduits la correction nécessaire pour que la somme des angles
de chaque triangle soit égale & 180° 4- le petit excés di & la
surface du triangle , et calculé a priori (Note I1), il n’y aura
plus lien d’avoir égard & Pinégalité de hauteur des stations, et
toute la chaine de triangles se trouvera projetée sur une surface
~ sphérique ou sphéroidique , qu’on peut regérder comme un pro-
Tongement de la surface de la mer. .

Dans cette hypothése , qui paroit la plus propre a sxmphﬁer les
calculs , tous les triangles deviennent sphériques ou sphéroi-
diques, les cotés sont ou peuvent étre considérés comme des
arcs de cercle; et labase , qui est parelllement un arc de cercle,
se déduit alsément de la base mesurée, en y appliquant une
correction calculée d’aprés les hauteurs connues de ses deux
points extrémes an-dessus du niveau de la mer. _

Cela posé , pour calculer les différens cotés de la chaine des
{riangles de projection , on pourra faire usage du théoréme
énoncé dans les Mémoires de ’Académie, pour ’année 1787,
et dont nous donnerons la démonstration ci-aprés (Nese 11T) ;
en conséquence , si, dans le triangle proposé, la somme des
angles est 180° + &, on retranchera ; » de chacun des angles,
afin que la somme, des angles restans soit de 180°, Cette sons-
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trachon faite, on procédera comme si le triangle proposé étoit
rectlhgne C’est-4-dire qu’on fera la proportion : Le sinus de
Vangle opposé au cété connu est a ce cbté comme le sinus d'u
autre angle est au cdté opposé. Le quameme terme sera la vraie
longueur du cdté du tnangle sphénque qu’on vent résoudre,
' laquelle se trouvera ainsi avec la méme facilité que sila chaine
de triangles qu’on calcule étoit située toute entiére sur un méme’
plan.

On a proposé de calculer ces mémes triangles sphériques, au
moyen des triangles rectilignes formés par les cordes de leurs
cotés ; mais, pour cela, il faut déterminer par autant d’opéra-

tions distinctes la différence qu’il y a entre chaque angle du
" triangle sphérique et P’angle correspondant du triangle recti-,
‘ligne. 11 est évident que cette méthode est moins simple et plus
sujette & erreur que celle que nous venons d’exposer.

Du Calcul de larc du Méridien.

Boit une chaine quelconque de triangles ABCDEF, etc.
peu éloignée de la méridienne AMN X, et tracée sur une surface
courbe qui représente le niveau des eaux de la mer ; on suppose
connu par ce qui précéde les angles et les cotés de ces trnangles,
on connoit de plus par Pobservation I'angle CAM qui mesure
Pazimuth dn c6té A C, ou son inclinaison par rapport an méri-

A2



6 DE LA DETERMINATION
' trouvera que la latitude du point X esta 4 1 R (";’ )’tang A,

ou ’on voit que la correction sera exprimée en secondes,’

Equations entre les longueurs des Arcs et les latitudes
de leurs extrémités.

Par les calculs précédens, on connoitra les longueurs des dif- .
férentes parties de la méridienne , comprises entre les paralléles
des principaux points de station, qui sont Dunkerque, Paris,
Evaux , Carcassonne et Montjouy, prés Barcelonne, On connoit
d’ailleurs , par des observations trés-exactes,
les latitudes de ces différens points ;il ne s’agit
- Paris. donc plus que d’établir les équations qui
. doivent avoir lieu entre la longueur de chaw

que arc et les latitudes de ses extrémités,

4 Carcassonne.  Jusques-1a on pouvoit se passer de con-
noitre la nature de la courbe du méridien,
et il suffisoit de savoir que cette courhe étoit
] peu différente du cercle ; car des-lors tous
les triangles tracés sur la surface du sphéroide, et n’excédant
pas la grandeur des triangles observés, pouvoient étre regardés
sensiblement comme des triangles sphériques, Mais & présent,
pour avoir la relation entre les longueurs des arcs et les latitudes,
il est nécessaire de faire yne hypothése , la plus générale qu’on
pourra, sur la figure du méridien. .

Soit a le rayon de I'équateur, b le demi-axe ou le rayon mené
au pole ; soit v unrayon vecteur quelconque , et « 'angle que
font entr’elles les lignes b et v; il résulte d’un grand nombre de
- recherches fondées sur la théorie de 1’équilibre des fluides (1),
qu’on pourra supposer

' v=>0(1+ msin*y + nsint4)
m étant une quantité trés-petite de 'ordre de Papplatissement,

— Dunkerque.

+ Evaux.

+ Montjouy. -

(1) Voyex les Mémoires de I'Acad. des Sciences, année 1789, p- 394 et 118.

.
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et n une quantité de ’ordre m*. Si on fait 5 =a (1 4 &), en
sorte que « désigne la quantité de I’applatissement , on aura donc
a=m-<4 n.

Dans le cas ol la figure da méridien seroit exactement elllp-
uque » on auroit par les propriétés connues de cette courbe,

_ a* b B (1 + a).
a‘cos'd + brsintd (14 a)—(2a+ «)sin* 4
ou en extrayant la racine, et développant jusqu’aux quantités
de Yordre «* inclusivement ,
v=>0(1+4(e—2e")sin*y 4 L a*sin*4).
Ainsi la figure représentée par 1’équation
v=>0 (14 msin*4 + nsin‘4)

. se confondra avec une ellipse, si on a 7 = 2 m*; mais en géné-
ral cette équation représente une courbe trés-voisine de
Pellipse.

Cela posé, soit S I’arc du méridien compris entre les deux
rayons vecteursaetv,onaurad S =— / (*d 4* + d v*);
donc, en.observant que d ¢ est de ordre de «, et qu’il suffit

de développer toutes les quantités jusqu’aux «* inclusivement ,
on aura

4 in*}cos*y)

De-la resulte en mtegrant et déterminant la constante

S= b(1+ + +4m)(9°—¢)+b(.m+ n)sin 24

4+ b(5m*—s5n)singd

11 convient maintenant d’introduire, 4laplace del’angle, la lati-
tude de Pextrémité de V’arc, que nous appellerons L. Or, quelle
que soit la courbe du méridien, il est facile de voir qu’on a
en général
" dy

vdy
Donc, puisqu’on néglige les puissances troisiémes de «, on aura
4 +L—go°= e 4,etL go°—+ + 3 sindcosy[m 4 (2 n—m*)sin*~]

=90°-—~L+ (m+n—;m)sinad + (; m*—=Ln)sin 44.

tang (4 + L —~q0°) = —

2
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8 DE LA DETERMINATION
De-la résulte réciproquement

+=90°~L + (m+nrn—im*)sinaL— (——-——';z) sin4 L.,

Cette valeur étant substituée dans celle de S, on trouvera,.

en se bornart toujours aux termes da second ordre ’

S=b[(1+im+}in+;m)L—3(m+n)sinaL+ (;3m*—3in)sindL]

Soit M le quart du méridien, on aura, en faisant L =qo° = { =,
M=b(1+im+in+im)im

Donc,
S=M [%;-{-MiiﬂsinaL+:—}-(———l———’—) sin4L ]

. r v . b’
Donc si S’ est un autre arc terminé 4 la latitude L/, “on anra.
l

L—L 1(—’1—'—-2— (smﬂ.

L) .

) (sina L'—=sin 2 L)+-'—£
Telle estP’équation qui donne la relation entre un arc quelconque
§'—S dy meéridien, et les latitudes L', L de ses points extrémes.
. On voit que de cette equatxon on tirera immédiatement la lon-
_gueur du quart du méridien M, dés qu’on connoitra les coeffi~
ciens m et n,

m+n—:m* m*—:n
3 4 —_—3 2 -t 2
Soit pour abréger p=1% . — ) =i
2 3
pourra regarder p et ¢ comme les coefficiens inconnus , et I’équa~

tion precedente se réduira a la forme
S-—-S M( —L —-p(smaL’—sm2L)+9(sm4L’—sm4L))

Comme le coefﬁcxent g est beaucoup plus petit que p, on peut ,
dans une premiére approximation, négligerle terme qui contient j,

Appelons L, L, L", L™, L"" les latitudes respectives des points
M, C, E, P, D; appelons pareillement S, S’, S, $", §"" les arcs
du méridien comprisdepuis 'équateurjusqu’a ces différenspoints.
L’équation précédente, appliquée successivement aux deux arcs
ME, ED, donnera, en négligeant ¢, les deux équations

, on

8" —8§ =M£—:;L—-—Mp(sin 2L"” —sinaL)
ni___y " ’
§"—§"=M L—lI-J— — M p(sin 2 L""—sin 3 L")

D’aprés

—sin4L
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D’aprés ces deux équations , il sera facile de déterminer les.
valeurs de M et p, lesquelles doivent déja étre fort approchées,
puisqu’on ne néglige que des quantités de Pordre de «* ().
Soient M’ et p° les premiéres valeurs approchées de M et p;
pour en avoir de plus exactes, on fera M=M’ (1 + =z),
Mp=Mp°(14+y5), Mg =M z; puis substituant dans
Véquation générale les quantités relatives aux quatre arcs ME,
ED, MP, CD, on aura les quatre équations P

.0=

¥ 8 T (4= 42)(6n 2 L' —sinal)bx(singL? — sind L)
s”.;ﬁ—, Y Ll L”( t+2)—p°(1+y)(sin 2 L7 —sina L")+ z(sin & LI —sinL")
S'"M’ 3 L”,L— L’! +a)—p°(1+g) (sin aL"~—sin2 L)+2(sm4L” sin4L)
S";;S' LI: Y (14+-£)—p (14 (sin 217 —sin 3L') -2 (sin 47 —sindL)

ou P’on voit qu’en vertu de la supposition par laquelle M° et p°
ont été déterminées , les deux premiéres se réduisent a celles-ci

L= Lx-—y(smaL"—san)+z(sm4L” sin4L)

LI 7;; Lfl

L x —y (sin2 L —sinaL’) + z (sin 4L —sin 4L")

o = 1
De sorte qu’on aura quatre équations de cette forme
o=fx—gy+hz
’ " o=f'x—g’y+h’z.
= : g’ y+hsz
= fvr/ ’,}' + k'z
desquelles il faut tirer les valeurs de x, y, z. Dans ce genre
d’analyse , dont les questions astronomiques offrent. beaucoup
d’exemples , il ne faut pas chercher & résoudre exactement trais
des équations, ce qui feroit porter:topte Perreur sur la qua-

LX) o
T T

(1) M st vraisemblable que l’applatiasement a n’est paa fort éloigné de 5;—‘; y et

1

ac 330 670 d-peu-pres.

qu’ainsi on doit avoir p =

B
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triéme 5 mais il faut ticher de compenser les erreurs de maniére
qu’elles portent &-peu-prés également sur toutes les quatre ; c’est
ce qui n’offrira point de difficulté lorsque les valeurs numériques
seront substituces. .

La valeur de x étant connue, on aura immédiatement la lon-
gueur du quart du méridien M= M’ (1 + x), qui est objet
principal de ces recherches. Ensnite les valeurs de y et z donne-
ront des notions précienses sur la figure du méridien.

P’(1+y)
t+ax

) z
’ — — y 7 -
On aura d’abord p = et g = ———,ou simple

mem‘l’.:P0 (1 +y—x),¢ = z.Maisonafait p=2. i”_i_:’_':_;'l ’

. mt—z

'.

. 9—— |6.
m=r—3;r'yn=2m"'—{q7:de-larésulte applatissement

« = m + n; et pour juger jusqu’a quel point la figure du mé-
ridien approche de Pellipse , on prendra la valeur de n—3im,

3
;7

ou de : m* — £ g x, laquelle devra étre zéro, sile mend\en est

une elhpse Enﬁn m et.n étant connus , on aura I’équationide la
courbe du méridien
v=>56(1 4+ msin*y + nsin*4)
dans laquelle le demi-axe & doit étre tiré de ’équation
M=b(1+1im+3in+ im).tx

Ces déterminations ne laisseront rien & desirer, si toutefois
les erreurs des quatre équations-ci-dessus psuvent étre assez
atténuées pour ne pas passer les limites des erreurs de ’obser-
vation , et si en méme temps les valeurs de x, Yy % sont'd'e la
petitesse convenable. pour ]usuﬁdr Phypothése qui sert de base &
ces calculs,

Dans le cas.trés-peu probablc out’on ne pourroit pas satisfaire
assez exactement aux équations mentionigges, on seroit obligé
de conclure que la figure du méridien est trés-irréguliére , et
que la connojssance.des peuf ou dix degrés mesurés ne suffit pas
pour déterminer la longueur du quart du méridien. Il faudroit
donc alors convenir ‘@'utie autre manitre détablir la mesure

, 80it donc 3 p 7 + 6 g7 = r, on aura

PX]
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universelle, et le moyen qui se présente naturellement seroit
de prendré, au lieu du quart du méridien , une longueur égale
a 10000 fois la minute décimale dg mendlen » prise au bo® degre
décimdl de latitude. Cette longwewr seroit la valeur du m
kibbmétre, et on pourroit la determmer avec toute la précision
reqinse d’aprés les degrés mesurés ; mais il y a liéu de croire
qu’on ne sera pas obligé d’en venir & cet e;pgdxent. Ly

NOTE I*. Réduction d’un Angle & Phorizon."

Soit A Pangle observé entre deux pomts elongnés ; soient
go + 2et go 4 ¢les distances de ces mémes pomts au zemﬂ) :
soit enfin A 4 x I’angle résultant ‘de la projection des cotés dé
Pangle A sur horizon, on aura par les formules connues des
triangles sphériques, et en supposant le rayon =1,

— °la °1 ¢ — o
: cps(A+;p)=c°5A c0s(90° +2)cos(go°+€)  cos A —sin « siné

w/mC

sin (90°+4«)sin(go°+¢) = cosacos¢

Dans les observations géodésiques, les angles « et ¢ peuvent
toujours étre supposés trés-petits : ainsi, en négligeant seule-
ment les quantités du quatriéme ordre , on pourra faire

smesind —=a€, CoOsSa=1—5a*, cOsC=1—1¢,
ce qui donneracos (A+x)=cos A(1+ Sa*41¢)—al. De-]é
on voit que x doit étre une quantité du second ordre : on pent,
par conséquent , mettre cos A — x sin A ala place de cos (A-Fx),
¢t on aura

ab—!(2*4€)cosA ,a+6\* 1—cosA a—E€\* 14 cosA

= sin A —'( ) sin A _( ) sinA

, ad-C ‘g —C
Soit donc pour abréger —:— =p,

2 =g, On aura

x=p'tang; A—¢g°cot ; A;
cette valeur est exprimée en parties du rayon : maiscomme dans
la pratique p et ¢ seront donnés en secondes, si ’on veut que x
soit exprimé de la méme maniére , il faudra faire

B a
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R étant le nombre de secondes comprises dans le rayon , nombre
dont le logarithme est 5,314425.

NOTE II. Excés de la‘somme des trois angles d’un
triangle réduit a I’horizon , sur 180°.
: uweatn

!

1l suffit de connoitre &-peu~prés les ctés d’un triangle sphé-

. rique trés-peu courbe , pour étre en état de déterminer avec
précision le petit excés de la somme de ses trois angles sur 180°.
Soit cet excés » , soit T Yaire approchée du triangle en snppo-.
sant le rayon de la sphére = 1, on aura, par le principe connu
de Vaire du triangle sphérique, » = T : donc si le rayon de la
sphére est r, et sion veut que » soit exprimé en secondes, il faudra °

. T .
faire 0 = —;.R, R étant toujours le nombre de secondes conte-
nues dans le rayon des tables.

’ . T . .
Dans!’évaluation du rapport = il faudra exprimer le rayon r

2

de la sphére par la méme unité qui sert & exprimer les cdtés

du triangle. Cette unité ou module valant a-peu-preés 2 toises,

on devra prendrelog 7= 6.2139g ; d’ailleurs onalog R = 5.3144:

donc au logarithme de la surface du triangle, exprimée en

modules quarrés , il faudra ajouter le logarithme constant

2,8866 , et on aura le logarithme de Uexcés w, exprimé en
~ secondes. :

NOTE I11. Résolution des triangles sphériques dont
les cotés sont trés-petits par rapport au rayon de la
sphére.

Soient A, B, Cles angles d’un triangle sphérique infiniment
peu courbe , a, b, ¢ les cotés opposés , on aura par la propriété
connue sinA:sinB::sina:sind; et puisque les cotésa et b,
comparés au rayon de la sphére , sont trés-petits, on pourra



DU QUART DU MERIDIEN. 13

3 3

a . b .
fmre sma—a—g, smb:b_TS-; ce qui donnera

sinA:sinB:ta(1—3a*):b(1—1%8%).
Cherchons maintenant une indéterminée x , telle qu’on ait
a:b::sin (A—ux):sin (B —x) 5

L. . inB—5&sinA
de cette équation on tirera tang x = 23 . ; et parce
( 5) sin A acos B—bcosA
1 —3b*) sin -
ue - =
q (l__a)smB,onaura
tang & = (1—¢b6*) sinAsinB—(1—1a* )smBsmA

(1—¢6%)sinAcosB—(1—1a*) sinBcosA’
d’ou T'on tire en négligeant seulement les quantités du qua-

triéme ordre
sin A sin B

: )0 7 A T\°

sin (A—B)
Mais en considérant le triangle proposé comme rectiligne , il
sin A sin B ,
mm) 8e re-
duité ; a 4 sinC, ct représente par conséquent l’aire du triangle
donc si cette aire est appellée » , on aura & = ; u ; d’ailleurs
on sait que laire » représente aussi 'excés de la somme des
trois angles du triangle sphérique sur 180°; de-1a et de la
proportion sin (A —je):sin(B—3e) i a: b, qui aurasem-
blablement lieu pour deux autres cotés, on tire ce théoréme
remarquable :

Si la somme des trois angles d’un triangle sphérique , dont les
cllés sont trés-petits, est supposée 180° + o , et que de chague
angle on retranche ; w, ce qui réduira la somme des angles
restans a 180° juste, je dis que les sinus des angles ainsi di-
" minués seront proportionnels aux cétés opposés , de sorte que le
triangle pourra éire résolu comme s’il étoit parfaitement rec-
tiligne.

C’est la proposition que j’avois donnée sans démonstration
dans les Mémoires de ’Académie , année 1787, pag. 538. Elle
rameéne immédiatement a la trigonométrie rectiligne la réso-

r=4(a'—

est aisé de voir que la quantité ; (a*— 5*).
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lution des triangles sphériques. trés-peu courbes ou dont les
cOtés sont trés petits par rapport au rayon de la sphere. Il est
inutile de développer les différens cas de la nouvelle espéce de
trigonométrie qu’on pourroit déduire de ce théoréme, et il suffit
de considérer que le triangle sphérique dont les élémens sont -
A,B,C; a,b, c, répond toujours & un triangle rectiligne
dont les élémens sont Ae—50, B—i0, C—3j0; a, b, c,
de sorte que la résolution de I'un fera toujours connoitre la
résolution de Pautre. Mais il faut qu’on connoisse au moins
un coté, et que « soit déterminé @ priori par ’aire du triangle
dont il suffit d’avoir une valeur grossiérement approchée.

Au reste , quand méme les c6tés du triangle a résoudre se-
roient de quelques degrés, le théoréme seroit encore sensible-
ment vrai et donneroit une approximation suffisante.

NOTE 1V. De la Perpendiculaire a la Méridienne.

Par un point A dont la latitude = L, soit élevée sur le mé-
ridien la perpendiculaire A B=y, et soit proposé de trouver
la latitude du point B, sa longitude , et Pangle PBA que fait
B A avec le méridien du point A, c’est-a-dire 'azimuth de A
observé de B (1). ‘ )

Pour cela nous menerons la normale M A terminée a Paxe du
sphéroide en M, et faisant M A = r, nous aurons

r=5b(14+2m— mcos*L);
_cette ligne M A est en méme-temps le rayon de la développée
de Parc AB, de sorte qu'on peut regarder AB comme un

arc de cercle décrit du centre M. Faisonsen conséquence‘% =0,

et du point M comme centre, décrivons une surface sphé-
rique qui rencontre en p, a, b les lignes mences de M vers
les points P, A, B, (P étant supposé le pole ), nous aurons

1

(1) La figure est dans le Mémoire cité de 1787 ; mais on peut aisément y
suppléer par cette explication, "
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un triangle sphérique p a b dans lequel on connoitra le cété
pa=90°—L,le coté ab=¢, et angle compris pa b, qni
est un angle droit. On aura donc par les formules ordinaires

' tang o
cos L’
développant ces formules dans la supposition que ¢ est une
(uantité trés-petite, et omettant seulement les quantités de ’or-
dre ¢, on aura '

cot b =tang L sine, cospb =sinL cose, tang p =

e ¢®sin* L

P =L ™ » cos'L

pb=go®°— L 4+ ; ¢* tangL -

b = go®°— ¢ tang L + 5 ¢’ tang L. (3 + tang* L)
L’angle p donne la différence en longitude entre les deux points
A et B; Pangle b est égal a 'azimuth demandé PBA, ou du
moins on peut prouver qu’il n’en différe que de la quantité
3 m ¢* tang L, qu’il faudroit ajouter a la valeur précédente pour
avoir égard a ’aberration de sphéricité ; mais cette différence
pourra toujours étre négligée , méme quand la distance ¥ seroit
égale a 2 ou 3 degrés. Enfin go®— p b ou L— ; ¢* tang L, est une
valeur approchée de la latitude du point B ; mais cette valeur a
besoin d’une correction, parce que M B ne se confond pas avec
la verticale au point B. Soit cette verticale N B, et la latitude en
B=1L', on trouvera aisément CM (distance du centre C an
point M) =2m rsinL, pareillement CN = 2 m r sin L.’ ; donc
MN=2mr(sinL—sinL")=2mr (L—L") cosL=mre¢*sinL:

de-la I'angle NAM ou NBszl——N—EgiI-‘:mVsinLcosL;

donc la latitude corrigée du point B sera
L'=L—:¢ tangL—me¢*sin Lcos L.

Si on joint a cet élément la longitude et Pazimuth déja déter-
minés , on aura tout ce qui concerne la position du point B.

Quelques personnes ont pensé.que des observations d’azimuth
etde latitude, faites dansdes lieux assez différens en longitude, et
"dont on connoitroitla distance , seroient trés-propres a déterminer
1a figure de la terre. Cette opinion n’est nullement fofidée , puis-
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qu’on voit que la.ligne AB étant perpendiculaire & la méri-
dienne, le coefficient 7, qui mesure Papplatissement , n’entre
que pour une quantité insensible dans ’expression de la latitude,
et qu’il influe encore moins sur Pexpression de I’azimuth du
point B. Ce sont donc au contraire les observations faites dans la
direction du méridien, qui sont les plus propres a déterminer la °
‘yraie quantité de I’applatissement.

Lesformules précédentes s’appliquent ala perpendiculaire LX,
menée par le point extréme L de la chaine des triangles, et onen
tire ces deux conséquences ( P oyez la figure ci-dessus , pag. 3).

1°. Soit la latitude en X =L, en L. = A, soit la distance
LX =y, le rayon de la terre ou-la normale au point X =r,

onauraa=1L—; ({)’tangL—m(‘%: >’sin LcosL, et réci-
proquement . :
=a+ i({) tang A 4 m(";’_) sin A cos Aj

mais la seconde partie de la correction sera presque toujours
négligeable.
2°. Les mémes choses étant posées, on aura ’azimuthde LX,
c’est-3-dire ’angle au point L, entre la ligne L X et la ligne me- .
née au pole,
— a0t s ; .
= qo° — ;tangL + T.FlangL (+ 4 tang*L)

3

= 90°—-{tangk—-g'? tang » (1 4+ ftang*s)

A cet angle , ajontant ’angle calculé QL X, on aura I'azimuth
de LK, lequel doit s’accorder avec ’azimuth observé directe-
ment en ce point, et fournira ainsi une vérification de toute
Popération.

. e Paﬁs; 9 nivése an VIIL.
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MEMOIRE

SUR
LES TRANSCENDANTES

ELLIPTIQUES.

Pan ADRIEN-MARIE LE GENDRE

e ————

.

Ux grand nombre d'intégrales peuvent se déterminer par
le seul secours des ares de cercle et des logarithmes , qui
sont les plus simples des quantités transcendantes; miais
pour étendre les applications du calcul intégral, il faut
mécessairement avoir recoursa des transcendantes plus com<
posées. C'est en examinant avec soin la nature et les pro-
priétés de ces transcendantes , au moins de celles dont
. Yusage est le plus fréquent, qu'on parviendra & simplifier
considérablement les résultats de la théorie, et a en rendre
Yusage commode pour la pratique.

Les arcs d'ellipse sont, aprés les arcs de cercle et les
Jogarithmes, une des transcendantes les plus simples, et
dont on pourroit faire en quelque sorte un nouvel instru-
ment de calcul, si une fois on s'étoit familiarisé avec leurs
propriétés, et quel'on elit des moyens faciles de les évaluer
avec précision. C'est sur quoi nous avons proposé quelqi:es
vues nouvelles dans les Mémoires de I'Académie des Sciences
de Paris, annde 1786. '

Mais si les arcs d'ellipse ajoutent beaucoup aux moyens
deYanalyse, sur-tout depuis qa'on-a remarqué fue les arcs

3
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d'hyperbole &'err déduisent aisément , ils sont . cependant
insuffisans pour résoudre des questions d'ailleurs peu com-
pliquées, telles que la surface du cone ob]iqne le mouve-
ment de rotation d'un corps qui n'est sollicité par aucune
force accélératrice, etc. Ces questions, et une mﬁmté d’au-

tres, dépendent en général de l'intégrale /‘ — dans la-

quelle P est une fonction rationnelle de x, et R un radical
de la forme /(& + 6 x+y2*+Jdx’+ex'),a, 6,7, etc. ,
étant constans. Or, en examinant avec attention la nature
de cette intégrale, on trouve qu'elle offre trois espéces
distinctes de transcendantes. La premiére et la seconde
peuvent étre exprimées par des arcs d'ellipse ; la troisitme
est plus composée : mais elle a tant d'analogie avec les deux
autres, qu'on peut les regarder toutes trois comme ne for-
mant qu'un méme ordre dé transcendantes, le premier aprés
les arcs de cercle et les logarithmes. :

Les deux premiéres espéces auroient pu se confondre en
une seule, puisqu'elles sont exprimables par des arcs d'el-
lipse ; cependant nous avons cru devoir les distinguer,
attendu que ce que nous appellons la premiére espéce peut
bien se déterminer par la seconde, mais non pas la seconde

ar la premiére ; d'ou il paroit'que la premiére espéce,
considérée analytiquement, est plus simple que I'autre, et
qu’ainsiles arcs d'ellipse ne sont pas la transcendante la plus
simple qu'on rencontre aprés les arcs de cercle et les loga-
rithmes. Aureste , les rapports sont tels entre les trois sortes
de transcendantes dont il s'agit , que nous avons cru devoir
leur donner la’dénomination commune de Transcendantes
elliptiques.

Nous nous proposons dans ce Mémoire de développer
la nature et les propriétés de cet ordre de transcendantes ,
de maniére & en rendre I'usage facile dans les applications
du calcul intégral. Plusieurs des méthodes et des résultats
que nous allons exposer, sont déja connus des géometres:
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nous avons réuni sous un méme point de vue tout ce qui
a été publié jusqud préscnt sur cette théorie ; mais nous
avons tadché en méme temps d’y ajouter de nouveaux degrés
de perfection.

Idée générale des différentes sortes de transcendantes
contenues dans la formule intégrale [ °5Z.

(1) Nous représentons par P une fonction rationnelle quel-
conque dex, et parR leradicaly/ (&« +6x—+yx*~+0x’~+ext):
ce radical restant le méme, on peut donner une infinité de
valeurs & P; mais il n'en résulte pas pour cela une infinité
de transcendantes de nature différente. On peut toujours

par des intégrations partielles, réduire Iintégrale /'~ iae

& une partie algébnque y plus un certain nombre de trans-
cendantes, qui sont tou]ours de la méme forme et de la méme

pature. C'est ce qu'il 8’agit de développer.
Supposons d’abord que P soit une fonction entiére de x,
ensorte qu'on ait P=A +- Bx—!—C.c’—i— 4+ Kzt §

on représente , pour abréger, lmtégrale f == dr par ™, il
est clair qu'on aura

]KI{—’=AH°+BH'+CH’+. <o =KII*:

or, en différentiant la quantité z™ =R, et revenant dela
différentielle a I'intégrale, on trouve cette formule:

223 R=(m—3) aTI= = 4=i=(m—2)6 11 —3 4 (m—2) y T2 ~2
4= (m—3) ST~ ' (m—1) eII7;

d’od il suit que II®, II™=*, etc. peuvent s'abaisser succes-

1 paige Apobe x50

(Mo éprote= Jrpp™
myY o bSimEd
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sivement & des degrés inférieurs, et qu'on peut continuer
la réduction jusqu'd ce qu'on n'ait que des uantités au=
dessous de IT* ; car la réduction de TI®est encore possible,
parce que dans le cas de m = 3, le terme qui sembleroit
devoir contenir IT~* s'évanouit Donc P étant une fonction

entiére de x , I'intégrale f = pourra toujours se réduire 4

une quantité algébrique, plus une transcendante qui sera
constamment de la forme

S(A+Bzx+4Cx)3Z, |

(2). Considérons' maintenant la formule dans toute sa
généralité, et soit P une fonction rationelle quelconcque de x:
on fera comme &'l étoit question d'intégrer la fraction ra=
tionelle Pdx; on extraira d'abord la partie entiére qui

peut y &tre contenue, et cette partie sera traitée comme il
vient d'étre dit. On décomposera ensuite le reste en plusieurs
fractions partielles, sclon le nombre des facteurs du déno-
minateur; de-la résulteront autant de termes dans I'intégrale
totale, et chacun de ces termes pourra étre représenté par

I'expression générale N /' ——=—==. Or, il est facile de ré-

duire tous les termes de cette espéce & des termes sembla-
bles, ol1 k=1, c'est ce que nous allons prouver dans un
instant. Observons auparavant que 8i le dénominateur, an
lien d'étre complexe, étoit simplement z*, lintégrale

S ;‘;—:‘-, et toutes les semblables ot 4 > 1, pourroient se d#ter-;

miner parle moyen del'intégrale /1 (A +B+Cx+Dz*) - 7z,

il suffirait pour cela de donner & m— 4 des valeurs 'néga
tives dans la formule de l'article D

in :
Revenons au terme général / m que nous appel-
lerons T*. Si on fait 1 4= nx = ©, et ‘'qu'on prenne.des
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soéfficiens o', 6', etc., de maniére quon ait léquatmn
identique

B 6 (S50 ) oy (552 8 (S0 e (50
= 4+ 6 04y 0’4 0 4 ¢ o,

*'on trouvera par la différentiation de la quantité o—%+3R,
cette formule générale :
—R

— Tk P NEI Th—1 . -
T T = ()@ T e (kB TA o (k— 2)y Th s

- (k—*) & TA—3 - (k—3) ¢/ Tk~ 4.

D'ol il suit que les quantités I?, I?, etc., peuvent se déter-
miner au moyen de I*, I*, '™, I'?; or, "= fdh"

I'=/(1+nx) dT’, F“;—_f(l ~+nx) d—;. Doncen géné-
ral la formule /° :ﬁ*} et toutes les formules semblables

dans lesquelles % est plus grand que l'unité, se réduiront
toujours & une partie algébrique, plus une intégrale de la
forme

S (54=+B+Cz+D=z )5

(3). Nous conclurons de-la que , quelle que soit la fonc-
tion rationelle de x représentée par P, I'intégrale /25=

sera toujours décomposable en trois parties princi-
pales ; la premiére algébrxque , la seconde de la forme

f(A+Bzx + C:t.‘) ,etla tronméme renfermant un ou

plusieurs termes de la forme N /' — +")R, ou le coéffi-

cient n peut étre réel ou imaginaire.
On voit par cette analyse que le nombre des transcen-

dantes comprises dags la formule /' —= 247 est trés - limité. 11
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n'en existe que de deux espéces principales , Iune de la
forme f(A+ Bz + Cx*)%- R",l’autredelaforme/( _‘_M)R

Jobserve méme que tant que » est réel, cette seconde es
est comprise dans la premiére, et s'y rameéne immédiatement,

en faisant 1 + nx=-
Ces réductions générales une fois appergues, nous allons

suivre une autre route pour parvenir 4 une CONNOiSSAnCe
plus précise des mémes transcendantes.

Maniére de faire disparoitre les puissances impaires
de la variable sous le radical.

(4). Le radical étant toujours /(a6 —-yx3 - Sz —-exf),
supposons que la quantité sous le signe soit décomposée
en deux facteurs réels (~~2nx+0x', A4=2px~4=vI2
Ces facteurs doivent étre de méme signe pour que le ra;
dical soit réel, ainsi on peut supposer

T4+ 2nxz+0x=(A+2u2-4-v2*)y*.

De-la on tire,

— w-»+\/r<;¢y’—n)+<ar—()(0--r)l :
VRS _ b=y :

+

Et si on appelle, pour abréger, Y le radical de cette ex=
pression, on aura 22 = %‘L. La valeur de z étant substi-

R , b=
tuée dans P, on voit que la différentielle P"’ oy, .N"' &e

décomposera toujours en deux parties, lune rationnelle et
intégrable par les régles ordmalres, lautre affectée ‘du
radical Y, mais telle qu'il n'y aura que des puissances
paires de y sous le radical et hors du radical. Ainsi I'inté-
gration de la formule ”‘ se réduit toujours & celle d'une
formul
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formule, de la méme nature, dans laquelle P et R ne con-
tiennent ue des puissances puires de z.

(5). Cette méthode est générale ; cependant, comme la
valeur de x, qui doit étre substituée dans P, est un peu
compliquée, il ne sera pasinutile de faire voir qu'on peut
-parvenir au méme but par une substitution beaucoup plus
simple, qui consiste a faire x =" l':_"’ y p et g étant deux
constantes indéterminces.

Reprenons les facteurs {4+ 2nx 4 0 x° l—i— 24X+ vt
et substituons dans chucun d'eux la. Valeur de x, on pourra
faire abstraction du dénominateur commun qui sor,t du radi-

cal . et pour (ue les puissances impuires de y disparoissent
dans les numérateurs , il faudra qu'on ait

t+n(p+-t])+-0pq== L,
1-+—p(p+q)+\’pq

Ces deux équat:ons donneront des valeurs ranonnelles de
P + g et pg; mais pour que p et g soient réels, il faut
encore que (p—+¢g ) —4pq, ou(p—q)* soit posmf Or,
on peut distinguer deux cas:

. 1°. Sila quantité @ + 6x + yx* -+, etc. n'a’ _pas tous
ses facteurs réels, on pourra supposer que A =20 4+ v
en contient deux imaginaires, et quon a en conséquence
Ay > . Mais la seconde des équations en p et g donne .

(P__q),__().+qu Sp) +4Av—4,«-

v

donc dans ce premier cas le' second membre est positif, et

les valeurs de p et ¢ seront réelles. .

:: 29, Si la quantité @ 4~ 6x +, etc. a tous ses facteurs

réels, et qu'en la décomposant en deux facteurs du second

degré, comuwe on vient de faire, il n'enrésulte pas des valeurg
B
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réelles pour p et ¢, alors on ohservera qu'il y a deux autres
maniéres de décomposer la quantité du quatritme degré en
deux facteurs du second, et on peut étre assuré que ces
deux nouvelles combinaisons donneront des valeurs réelles
pour p et ¢. En voici la démonstration.

Soient @, b, c, dles quatre valeurs de x qu'on a en
faisant R=o0, les équntxonc qui déterminent p ¢t ¢ pourront

s'écrire ainsi s

ab—i(a +b)(p+9)+pg=o,
cd—3;(c +d)(p+9q)+pg=o.

1l en résulte

b —ed
4 P+9"".Jl'—r::-'—7:

p— —a—~ca—d b=c. b—2
(‘a—!)— (6+6—c—d) *

Or, on est mattre de rendre positif le numérateur de cette
dernitre quantité; car supposons que @, b, ¢, d soient écrites
dans 'ordre de leur grandeur , les négatives venant aprés les
positives, alors les différences @ — b,a — c, etc. seront
toutes positives, et p — ¢ sera réel. On aura encore r—q
réel, si on prend pour a et b les extrémes en grandeur deg
racines @, 4, ¢ , d. Enfin, la troisitme combinaison donnes
roit p —g¢q imaginaire.

Donc par la substitution de x = :+.r EX 97 i] esttoujours pos.
sible de faire disparoitre les puissances impaires de la variable
sous le radical, et en méme temps on obtient ce nouvel
avantage , que les deux facteurs, sous le nouveau radical ,
seront réels et de la fonixef+ &7, ce qui est un point
essen::;l etquonnobnendmtputou)ouupnh premidre
méthode.
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Remarquons qu'il y a deux cas particuliers & examiner.
1°. Lorsque I'une des racines g et 5 est égale & I'une des
racines c et d.
. 2°. Lorsqu'on a @ 4~ b == ¢ + d. Dans le premier cas
‘le radical R se simplifieroit, et I'intégrale ne dépendroit plus
e des arcs-de-cercle et des logarithmes. Quant au second
cas , il suffit d'une simple permutation pour cesser d’avoir
@ —+ b= c + d; mais on peut aussi profiter de cette cir-
constance pour faciliter la transformation. En effet, les
deux facteurs de la quantité sous le radical étant alors de
la forme,A\+v(2*+2mx),{ + 0 (z*+ 2 m x), il estclair
e 8i on fait x +~ m = ¥, les puissances impaires de la
variable disparoitront.
Réduction de la différentielle *5 & la forme 5228 ..
(6) Puisque par une premitre préparation on peut faire
ensorte qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable
sous le radical , nous ferons désormais R=y/ (a6 x>*~+-yx*).
Nous supposerons aussi que P est une fonction paire de x ;
car quelle que soit la fonction rationelle P, on peut tou-

jours fuire P =M -+ N x, M et N étant des fonctions

paires de x: or, la partieN—’{-\-‘ffsq raméne aux régles ordi-

" paires , en faisant * = ¥ ; ainsi toute la difficulté se réduit
3 intégrer la formule !‘—:—', dans laquelle M est une fonc-
tion paire de =. ‘

Cela posé, nous allons prouver par I'énumération des

différens cas, que la différentielle fn—’ peu! t .ujours se ra-

mener & la forme Vz.—_"%:—;-;)-, ¢ étant plus petit que l'u:

nité.

Premier cas. Supposons les facteurs de & - 6 x* - yx*
imaginaires, et représentons cettequantitépar 2>+ 2A\ux*cos.6
== | a4, Aet @ étant positifs, et cos. O pouvast étre positif
_ B2
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. A . -
ou négatif. On fera z =/ (5 )- tang. : ¢, et prenant
=sin.+ 0, on aura la transforinée

dz 1 d¢

R _T'i\/).‘u. V(1 — c‘siu.‘Q)’

Second cas. Soit @ +62° —}—)x‘—-h (1 -+-p’x’)(1 —g*x?);
la limite de x étant—— , on fera x -.-—— cos, ¢ et ——— = c’,.
ce qui donnera

|+9

dx __ ¢ —d¢
r= mp v (1 —c*sin.* <p)

Si on vouloit que la transformée fit positive, il faudroit
faire cot. ¢ =/ (1 — ¢*).tang. V¥, ce qui donne directe-

=, et la transformée seroit

D —
ment z* ===

d=__ _c d¥
R mp’ \/(1—cein’¥)

Troisiéme cas. Soit & == 62* = yx* =m*(1--p*x*) (x*—4"),
on fera x = =c*, et on aura

q 1
cos.9? 1 +pig*

ds__.c_ d¢
R m V0 —=cso¢)

Quatriémecas. Soit a+4-62>—4-yx*== m*(1-p"2*) (142>,
on supposerap > ¢, et faisant x = ""’:' ) ‘-"-'-;,—'7-' = c*, on
aura, ‘

(-7

x

de
.R— .

V(1 —csin’Q)

—_—
= —.
mp

Cinguidéme cas. Soit a~+6x~+~yzr==m( 1—;p’x’) (1—9’.:;:’ v
on supposera p > ¢, et faisant p x =sin. ¢ , - y5 =¢, la trans-

Yormée sera :
dx N d¢

—— S—

R T mp' v(—cisin')*
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-Cette formule servira depais x = o jusqu’a = ;:— ; le
radical R seroit imaginaire depuis x = -;— jusqud x = -;—3
mais il redevient réel depuis &« = % jusqu'h x=co. Dans

ce dernier cas, il faut derire R* = m? () &*— 1) (§°2* — 1),

et faisant g = —— i’)- = ¢, la transforméde sera

sin. @ ?
C _dg
mp /(1 —c'sing)”
comme ci-dessus, faire cot. =1/ (1— ¢*). Tang. {", ce -
qui donne directement a* =
sera

Si on veut qu'clle soit positive, il faudra,

L= C8 ¥t la transformde

¢*cos. y

B dy\
p V(11— sty )’

S—
—

by

formule ﬂbS"lument semblable & la premiére; d'on 1l suit
que I'intégrale de = pour le cas de z > — se déduira tou-

jours dec la méme mtégra.le, prise en supposant x < 7-

Sixiémecas. Enfin,soit a—4-6x 4yat=m?*(£*—g¢*) (p*—a*),
alors x doit &tre compris entre p et g. Soit p > ¢, et soit
— _9 d — dy
fait x = — 5 » onaurad’abord = = =
Dans cette formule l'angle ¥ a une limite ; pour en intro-
duire un indéfiui , 80it sin. ¥ = ¢ sin. 9, ct ¢* =1~ i

,,- ’
on aura la transformée

dz__ . ___do
L R mp* Vi—¢ain ¢)’

4 laquelle on seroit parvenu directement en faisant

—_ T )
an_ 1 — ¢ ein.29" - . . -

“(7) On peut remarquer maintenant, qu'abstraction faite’
do premier cas,: les valeurs de @*, qui opérent la réduction
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A 4 Bin’ ¢

.cherchée, sont toujours de la forme T Do ot les coéffi-

ciens sont constans. Il ne g'agit plus que de substituer cette
valeur de x* dans P, et la formule / '—’-éf sera transformée

en une autre /° 7(—;—_(_35%;;5-,- » dans laquelle ¢ sera plus petit

que I'unité, et Q sera une fonction rationelle paire de sin., -
laquelle contiendra sin. ¢ au méme degré que P contient x.
Nous faisons absiraction du premier cas, parce que la
la forme de la valeur de z estun peu différente, ct qurd'ailleurs
ent suivant la méthode de l'article 5 , on évite ce cas puisqu’on
tombe toujours sur des facteurs réels. Mais nous reviendrons
dans un autre article sur le cas des facteurs imaginaires.

Développement de la formule f— 224 e
(8 ). Nous représenterons dorénavant le radical
v/(1—c*s8in.?d) par A, et aussi par A(¢) et A:(c, 9),
lorsqu’'on le regardera comme fonction de ¢, ou comme
fonction de c et ¢.
Considérons d’abord le cas ol Q seroit une fonction
entiére, et soit Q=A-+Bsin.*¢-+Csin.¢p—+etc.; sion

représente pour abréger l'intégrale / —'%MPRZ‘*,M-
aura
SE-=AZ5 4 BZ>-CZt etr.

Mhuis en différentiant la quantité A cos. ¢ sin. 3*=3¢, ‘on
trouve aisément la formule. .

Acos. ¢ sin2t=3¢—=(2k—8)Z3%k—4 — (14-02) :)(‘1
(3k—2)Z3k—s-c3(2k—1)Z2%;. -

D'od il suit que Z4, Z¢, eto. penvent s'exprimer au moyen
de Z° &t Z3, et quaingi dams le eas odr Q bstune fonction



Mémoirs sur les Transcendantes elliptiques. 15
entitre, l'intégrale S -‘%’-’-‘L est égale & une quantité algé-

brique, plus une intégrale de la forme f(A--Bsin.2¢) —?—.r
(9)- Soit maintenant Q une fonction quelconque ratio<

nelle de sin.? ¢; aprés avoir extrait la partie entiére, et

I'avoir traitée comme il vient d'dtre dit, le développement

de la partie fractionnaire pourra toujours se faire de

maniére que chaque fraction partielle soit de la forme

T n et N étant des coéfficiens constans réels
nsa. -

naires. M g&agira donc de réduire la formule

ou imufi _

f( - ¢ " et toutes les semnblables aux formules les
1=-n ein.®

plus simples de la méme espéce. Or, si on fait pour un

moment sin. ¢=ux, cette farmule deviendra

dx
/(:+nz')* Vit=(1+4¢) 84 2]’

Considérons, pour plus de généralité , la formule

ds
l m— ——————————
I "‘f(,...,,,-)kn'

dans laquelle R représente le radical /(& =4~ 62 ~-y2¥),
om trouvera , toujours par la différentiation,

o+:s-l:*— y=(ak—2) (@—E+2) I —(2k—3) (a—2t 2Hn
4 (2h—4) (— 2+ ) =2 — (2k—5) L TI*=3,

‘De 1A il résulte que le terme TI* et tous les semblables o
& est plus grand que l'unité , peuvent s'exprimer en partie
algébriquement , en partie par les quantités IT*, IT°, I1—1,
qui sont les plus simples de leur espéce. On peut méme
obeerver que 8i 1 + n2* étoit diviseur de la quantité sous

lo radical, auquel cas onauroit @ — £ -+% = o, alors la
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formule précédente auroit un’terme de moins, et ainsi la
quantité IT* ne dépendroit plus que des deux M°et TI— 1.

Donc la détermination de IT* dépendra en général de la
formule

f<l+Ana:‘+ B + C xz)il%i’

et en particulier lorsque 1 + nx* sera diviseur de R,
on pourra faire disparoitre ce dénominatcur , et la dé-
termination de IT* ne dépendra plus que de la formule

.\ dzx
f(B+ C.’C') -—R—.

N e de
(10). L'ay plication de ce résultata l'intdgrale f(. Y

fait voir qu'en générul cette intégrale dépendra de la sui-
vante ,

~

A . s a d
S (s +B+Csin2 ¢) 2.

Lt dans le cas particulier olt 1 —+ 7 sin.* ¢ sera facteur de
cos’* ¢. A*, lintégrale pourra étre débarrassée du dénomina-
teur , et ne dépendra plus que de la formule entiére’

S (B~ Csin?¢)=2,

-’
.

Ce cas particulier aura lieu si 7 = — 1 , et si n=—c*,
d

alors les formules sont /" — ,& 20 et/ k + 7, etil est facile

" en effet de réduire 1'une et l'autre & une partie algébrlque )

- plus une intégrale de la forme f (A +b sin’¢ ) 2. On peut

ajoutera ces deux cas celui de /‘ , qui est ‘suscepublo

tk¢ A
d'une semblable réduction, et qu’on effectuera par la for.
mule de l'article 8. .~ - - )

Il résulte de cette analyse, que la formule génlmle S 3 e

réduite convenablement, contiendra’; 19, tne partie algé :
hrique
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brique; 2°. une intégrale'de la forme /(A -+ B sin.*¢) 42

3. une ou plusieurs parties de la forme /° TR A :Im 3 M’

dans chacune desquelles les coéfficiens N et auront des
valeurs quelconques, réelles ou imaginaires.

Ddfinition des transcendantes elliptiques , et leur division
en trois espéces.

(11). Puisquelestranscendantes que nousavons considarédes
se réduisent toujours 4 ces deux formes /(A + B sin’¢) fAi

' d¢ 3 . % K
S o mvagya» Ul est clair qulelles sont comprises dans la

formule générale

A+ Biin.* g J¢
H= /|+nau1 9 A

Nous appellerons désormais, fonctions ou. transcendantes
elliptiques , les intégrales comprises dans cette formule. La
transcendante H sera supposée s'évanouir ou commencer
lorsque ¢==0; son étendue sera déterminée par la variable ¢,
qu'on appellera Zamplitude ; la eonstante c, toujours plus
petite que I'unité , s’appellera le module ; enﬁn v ((1—¢c%),
que nous démgnerons constamment par &, pourra s'appeller
le complément du modyle.
. La quantité H, lorsqu'on ne considére que la variabilité
deo, peut se désxgner parH (¢); si on considére & la fois
la variation du module et de lamphtude on peut la repré-
senter par H(c, ¢), et ainsi de suite, st on vou101t avoir
égard al’ 1néga11te des coéfficiens.

(12). Il suffit de connoitre toutes les valeurs de H, depuis

¢ = o jusqu'd ¢ == go® = I, et on connoitra facilement
la valeur de cette transcendante pour une amplitude quel-
C
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conque. En effet, soit Q = i ® == «, / étant un entieret o
un arc plus petit que -, alors onaura

H (¢) = 2i H(H)=H(a).

Il en est & cet égard de la fonction H comme des arcs d'el3
lipse, et en général des arcs de toutes les courbes ovales
composées de (uatre parties égales et semblables: un arc,
quelque grand qu'il soit et renfermant, si I'on veut, plu-
sieurs circonférences , s'exprime toujours sans difficulté par
le quart de la courbe et une portion de ce quart. La fonction

déterminée H ( <) esten quelque sorte l'unité des fonctions

H : nous la désignerons par Hu.

Il ne parcit pas que la fonction H prise dans toute sa gé-
néralité, puisse se réduire a des arcs d'ellipse; cela n'a lieu
que lorsque n = o, ou lorsque quelque substitution peut
faire disparoitre le dénominateur 1 -7 sin.} ¢ , ce que nous
ne croyons pas possible en général. Ainsila dénomination de
fonction elliptique est lmpropre 4 quelques égards; nous
I'adoptons néanmoins & cause de la grande analogie qu'on
trouvera entre les propriétés de cette fonction et celles des
arcs d'ellipse.

(13). Lorsque n = o, ou lorsqu'une substitution conve-
nable peut faire disparoitre le dénominateur 1 4~ sin.* ¢,
alors la fonction H se simplifie considérablement. Il convient
donc de la désigner par une autre initiale G : ainsi nous
ferons désormais

— (A+4Biin9p)ded
G '—f vVii—¢&uun¢) °

La fonction G, comme nous le démontrerons ci-dessous
s'exprime toujours facilement par deux arcs d'ellipse , ot
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' qmant aux arcs d'ellipse eux-mémes, ils sont représentés par

la formule :
| E = fdoy/(1—c*sin’¢),

sur quoi voyez les Mémoires de P Académie , année 1786.

Enfin, eu égard & la simplicité analytique, la formule

| 7 =22 est extrémement remarquable, et il est néces-

V(1= ¢ imn.*¢)

saire do la désigner par un caractdre particulier, ainsi nous.

ferons

— d9 B
F=/rww
cette fonction F peut, & plus forte raison, #'exprimer par
deux arcs d'ellipse ; mais elle peut aussi s'exprimer par I'arc
E, et sa différence partielle relative au module o ; car il est
visible qu'on a

dE
F -_ E —-_07;.

Cette expression seroit méme, & notre avis, la plus com-
mode pour le calcul numérique des intégrales, si on avoit
des tables d'arcs d'ellipse, et qu'a cdté de chaque arc ony
ejoutdt la valeur du coéfficient "'2%" .

Quoi qu'il en soit, la quantité F peut bien 8'exprimer
par E, mais non pas E par F, et encore moins G par F;
et c'est, ce me semble, une preuve certaine que la fonc-
tion F, considérée analytiquement, est moins composée
que les arcs d'ellipse. Si on soumettoit & la méme épreuve
les arcs d’hyperbole, on trouveroit qu'ils sont absolument
de la méme nature que les ares d’ellipse; car de méme qu'un
arc d'hyperbole peut s'exprimer par deux arcs d'ellipse, de
ménfe un arc d'ellipse peut s’exprimer par deux arce d'hy-
perbale. C'est ce qui deviendra évident par les éaleuro que

“va

Go e

Sl
F)-da:van Est L
oy men Fon Kol E*
Yot (. §2-
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nous donnerons ci-aprés de ces arcs, et qui dailleurs se,
trouvent dans les Mémoires cités de 1786 :
(14). 1] y a donc trois espéces distinctes de fonctions on
transcendantes elliptiques. La premiére et la plus simple est
. représentee par la formule

d
F=/%
la seconde est représentée par la formule

G=/(A+B sin.‘tp) 2e,

Celle-ci renferme comme cas particulier, I'arc d'ellipse E =
J'Ad¢,etl'arc d'hyperbole Y=Atang. ¢ — /(1 —sin.’ §)—7* cde;

Enfin la troisicme et la plus composée est représentée par la
formule :

B sin. d
H= f Ax-:-nl:n ’: T¢ .
Dans cette derniére, les coéfficiens A, B, n pourront étre
imaginaires; mais alorq la formule H ' seroit accompagnde
d'une formule semblable, qui n'en différeroit que par le
signe de y/ — 1, et la somme dés deux donnera tou]ours
: “~. .. . un résultat réel. . S
VN K - On pourroit aussi, pour éviter les imaginaires , regarder
. ) comme une espéce particuliére de fonctions elhpthues* la
Yoot Ay formule o

Tt e Ad
i S > L LR

K _f A + B sin." ¢ 4 Csin.' ¢

ol 4
..“ ' e - 14-3ncos «sin.’ @4 n*sint@° A

?

mais. nous ne jugeons pas nécessaire d’admettre cette qua-
tri¢me e'sPéce de transcendantes, et nous nous en tenons
aux trois autres , fondés sur ce queles calculs par lesquels
on détermine la valeu.r de H sont les mémes soit t que s soit
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" xéel, soit qu'il soit imaginaire. Ce qui nous paroft senlement

?dmpensable cest ue le - module ¢ soit réel, ainsi que

amplitude ¢, et qu en méme temps c solt plus petit que
lumté, .

t‘on’iﬁamison des jbnctions elliptiq uesdela premicre espéce.

(15). Tous les géométres cohﬁois_seht l‘i‘ntégrale complite
algébrique qu’Euler a donnée de I'équation,
4z g 4. s - d _y -
V(-+Cz+ya +J‘z‘+.z‘) V(-+Cy+v]‘+3‘f+¢f)

=0.:

cette intégrale sera d'un. grand usage dans nos recherches.
Et d’abord, en vertu des transformatlons précédentes cette -
équation peut, saps perdre de sa générahté étre mise sous
la forme

Do lde - 1 dy ".‘_.'?(,.r SR
Vv (1 —¢sin.? IP) '\/(l—-@un'\[/) ?

son mtégrale est alors F (¢)~~F (') = const. Maxs la méme .
intégrale trouvée par’la méthode dEﬁIer, et »éduite & la

forme la plus simple, est.

.€0S. $Cos. \If—sm Qsm \h/(l—c sin.*u)==cos. ... (a').

’Dans celle-cl p, est la constante arbitraire , et on v01t qu ‘en
faxsant ¢=oona \lr =W, donc la premxére dev1ent

! F(Q)-*“F(\lf)"“'F(M)

Donc., toutes les fois qu'entre les an‘glgs‘ ¢,¥,u,ily aura
la relation déterminéde- par I'équation (a'), la F (u) sera
¢gale 4 la somme des deux F (¢ ), F({). Nousabandonnerens
ici la consjdération de I'équation différentielle , pour exami-
mer les conséquences que ce résultat présente par rapport aux
fonctions elhpnques de la premiére espéce.
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(16). Etant données deux fonctions ellnpthues a volonté
F(9), F(\¥), on peut trouver une troisi¢me fonction F(u)
égale & leur somme; il faut pour cela tirer la valeur de  de
I'dquation (a'). Or en représentant toujours /(1—c*8in.*¢)
par A ou A{¢), et le radical semblable en ¥ par A(V¥),
on trouve

co8. == cos. ¢m'lt:.ﬁf£)g(,t):$pnn ¥

. A(Y)sin. @cos. J+A (@) sin. ¢ cos. @
il k== t—c* sin.® @ sin." .

A(P)A(Y) —c"sin. Psin. .
A(P)= @ (¢1—¢dm;’¢|in:,:im ¢ooc-4/.

A(y)tang. 94 A(Q)tang. ¢
tang. == T_2(¢)a({)ang gtang  ?

Remarquons a légard de cette dernitre formule que
on prenoit les angles ¢' et ', tels que

tang. ¢'=A(¥)tang. ¢, tang. ¥'=A(¢)tang. ¥,
il en résulteroit »
p=¢'+V,

ce qui est un moyen de calculer aisément I'angle ¢ par les
tables des sinus, lorsqu'on connoltra ¢ et V. Mais d’abord
il faut calculer A(Q) et A(\lf) pour cela prenez les angles
a et 6 tels que sin. a==c sin. ¢ et sin. 6=c sin. V¥, vous
aurez A(¢)==cos. «, et A (V¥ )=cos.86.

Ces formules feront donc connoitre I'amplitude ¢ de la
fonction elliptique , somme des deux fonctions dont ¢ et
¥ sont les amplitudes. On peut deduire de-la I'amplitude
de la fonction différence de deux autres fonctions; soit .

F(¢) —F(¥)=F(i);
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‘ot.I'amplitude i de la fonction différence se déterminera
per celle qu'on voudra des formules suivantes :

cos. @ cos. <+ A (9) A(¢ )sin. $ein.
cos. == S

A () sin. cos. ¢ — A(P)sin.  cos. @

3 =¢® sin.® @ sin." ¢ ’

_sin, p==

Ny — A(9)A ()+c sin. psin. J cor. @ cos.
A(“)—. . 1—¢* uin.'i‘sﬁ—:'-qy 4 ’
A () tang, ¢ — A (@) tang. ()
14+ A(@)A(Y) tang. Prang. o °

tang. $=

Dans cette dernitre , si on fait tang. ¢' = A (/) tang. ¢ et
tang. {' = A (¢)tang. {, onaurayu =¢' — {’. Ces for-
mules, pour la différence, se déduiroient des formules
pour la somme, en changeant simplement ‘dans cellesci le
signe de ¥/, etconservant A ( V) positive. Il est inutiled'ailleurs
de faire observer T'analogie qui regne entre les valeurs de
cos. i, sin. et cellesde cos. (¢ =), sin. (¢ = ¥); elles
_ ¢oincideroient enti¢rement si on avoit ¢ = o.

(17). Puisque nous connoissons algébriquement I'ampli-
tude de la fonction éga'e & la somme ou A la différence de
deux fonctions données, il est clair qu'on peut trouveralgé-
briquement une fonction elliptique multiple d'une fonction
donnée , et qu'en général on petit réscudre sur la multiplica-
tion et divisior des fonctions elliptiques de la premiére es pe-
ce, les mémes problémes qu'on résout sur‘la multiplication
et division des arcs de cercle. Désignons par ¢ z 'amplitude
de la fonction qui contient # foisla fonction dont'amplitude
est ¢, ensorte qu'on ait F (¢ n) =nF (9); ils'agiroit d'avoir
I'expression générale de sin. ou cos. ¢ n, par le moyen de
gin. et cos. ¢. Voici quelques recherchesa ce sujet.

Les cas extrémes n'ont aucune difticulté. Sionac¢ =o,
alors  R=n¢, et on a la rel‘alion connue cos. ¢n -+
gin. ¢ #y/,— 1==(cos. §-+8in. ¢/ —1)". Sionac=1,
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alorsla F (¢) devient /" —%. 90 on: tlog. (=2 o ein. ?Y, de sorte

1 — sin. ¢

que pour la multlphcatxon des fonctions , on aura cette
relation trés-simple 18202 (1 sin. ? )" Ladifficulté

sin. ¢ n 1 — sin. @
est de trouver I'expression générale de six. ¢ n.lorsque ¢ a
une valeur quelconque entre o et 1.
Considérons d'abord le cas le plus simple , qui est oelui de
la duplication ; alors en a :

1— 3sin.2 @ + o sint [

CO8. ¢ 2 ==

l—‘-c‘sin‘Q' ’
— 3 A(Q). sin. @ cos. @
3111 (PZ ) ‘__cun‘¢ :’

tang. 1 ¢ 2==A(¢). tang. ¢.

La derniére de ges formules paro!t commode pour les calculs
trigonométriques ; car, si on- prend successivement les an-,
gles, a, &2, a4, tels qu on ait:.

sin. « =csin. «p ,sin. o;z_q: sin. Qz,sin. a4==c sin. @'4, etc.;

ilen résultera .

i : : y oty

tang.> ¢2==c0s. ocbang cp,tanga-cM-‘-cos. a2tang. 23, etc;

de sorte quela fonction F sera multxphée parz, 4,8 16 etc.

Si on veut la diviser par les mémes nombres, nous appel~
lerons par analogxe ¢+ l'amplitude de 1a fonction qui est
moitié de F, etl inverse des formules précédentes donnera .

ein, .Q

-sm.q’— \/(1+A)

Soxt encore sin. @ ==csin. ¢, ce qui donne Ae==cos. @, on
aura en termes fort simples

sin. o5 = - .
Si
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Spon,faxt de 'méme sin. @Ji==csin, 0, on gura

- ‘ ‘)31 (
RN Ja ) ik .
sin. ¢ 5 =

ey .,,..2(.

et amsxde slute. . ’ a
(18). Venons 3 la mulpphcauon et dmﬁon pir un nombre
quelconque. Pour cela consrdérons les trois amphtudes con-
sécutives p n—,1,¢n, ¢ —+1; qtu, ' sizivant I'fisdication ;
répondent aux fonctions(n — 1) F, nF (A 1)F. Les
formules pour la-somine et ld. d;ﬂ'érencede deux fonctions ,
s apphqueront aux équations F(@n-j: 1)=F(¢n)+F(9),
F(bn— 2 )= F(on) LR £5; etil en’ résultera

abou.¢nn. [ X4
1—¢'sin’ ¢ sin’on

sin.‘«pn—f-x—i—sin.ten—x_

* ngee v F .
S ¢ gttt L - 3 H
con 47 o, $ ST 5 PR

Ces formules ot A et ¢ msnentsohmmmeqt bs memes, tandis-

que n varie, paroissent aussi commodes qu il est possxble 5
pour en tirer les valeurs successives de sin. ¢ 2, sin. $3,
cos.- ¢ 2, eos. $3 , etc. Ainsi, en - faisant- pour abréges
2A cos, ¢ =p,1—c’ m‘. q::;:q o*sm.‘ixax —-q....r,
ontronvm" A“". ;; LA

R o e

s
am.«pz 5— 9,‘ T

'.‘sm.q:ﬁ._ __" sin. zp,

sin. ¢ 4 —‘—fi'-%?,?’—"PqSIﬂ ¢

3 ' . -5p q‘-l-(l-l-nr)qu—rlpl o
"y SIn ?5 —y‘*sr’¢+’(r+‘)r¢-’P‘sm ?':

etcy

D.

-
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Mais ces expressions étant entiérement développées, des
viennent fort composées , et leur loi estetréds-difficile &
appercevoir.

Lorsqu'il 8’agira de calculer trigonométriquemet ¢ n par le
moyende ¢, on y-parviendra aisément de cette maniére. Les
deux formules ci-dessus donnent par la division

sn———

€. PR 14-C08 PR 1

ce qui se réduit & cette formule trés-simple

o, T T-+0 05— A tang g,

tang. (1 ¢7% + 1 -~ ¢n — 1)==Atang. § n;
d'ott 'on tire successivement '

tang. : ¢ 2 = A tang. ¢.
tang.(: 9 3 -+ + ¢)==Atang. d 2.
tang.(; ¢ 4+ ¢2)=Atang. ¢ 3,

etc.

Or A étant toujours le méme dans ces formules , on ne paut
rien desirer de plus simple pour calculer les valeurs succes-
sivesde ¢ 2, ¢ 3, etc. par le moyen de ¢. On pourroit augsi
procéder par de plus grands intervalles au calcul de ¢ m ,
m étantaussi grand qu’on voudra ; car on a semblablement

tang.(; ¢ n4- i+ ;¢n—i)=Aitang.¢n,

Ai étant le A qui répond a 'amplitude ¢ i.

Ladivision d’une fonction elliptique donnée en un certain
nombre de parties égales, est un probléme algébriue qu'on
résoudra par le développement des formules qui servent a
la multiplication. On a déja vu les formules pour diviser
par 2 ou par une puissance de 2; supposons qu'on veuille
diviser la fanctionF en trois parties égales ; soit ¢ 3 l'am-
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plitude donnée de la fonction F, et ¢ celle de la fonetion
qui en est le tiers. Nous feronssin. ¢ 3 ==a,sin. ¢ ==, et
I'équation & résoudre pour la trisection sera

a= S—4(14cjr4Gps—d . x.
t—=6cx 4414 ) =32

Cette équation est du neuviéme degré; elle seroit du 25¢ pour
la quintisection , et ainsi de suite.

Les équations sont moins composées de moitié , lorsqu'i}
s'agit de diviser la fonction entidre F 1 , dont I'amplitude est
de go°. Supposons en général ¢ n=go°, la formule (a')de
Tarticle 15, ol l'on peut fuire 4 = go°, donnera d'abord
cette relation -

tang. o7 —i==—cot. §i,
de sorte qu'on a successivement tang. ¢ — 1=} cot.$,

tang. ¢n—2=%cot. ¢ 2, tang. Qn—? == cot. ¢ 3, etc.,
Ensuite & cause de ¢ n=go°, on a aussi

tang. (45°~+3 ¢ n—3)==Atang.¢ n—y=3 cot. §

tang. (+¢n—1+4~3¢n—>3)= Atang. ¢n—3,
etc. | '
De 14 résulteront des formules assez simples pour déterminer
¢n—1, ¢ n — 2, etc. Développant de méme celles quj °
donnent ¢ 2, ¢3, etc., on aura par la rencontre de ces deux
suites, I'occasion d'établir I'égalité qui] doit déterminer ¢ ¢
ainsilorsque n =3, cette équation est immédiatement
© tang. (45° -1 ¢)=7 cot. ¢,
oubsin. $=A (1 —sin. ), d'oit'ontire, en faisantsin. =2z,
0=1—228rk20% =03
Da
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Equation. potr 1d trisection de:la- f‘ondnon F.: o dont le

degyé-est seulemert 4 ouLLn HETT PPN N T
Lorsque n ==%, ﬂfaudﬂa éllxtmner & 5 des‘ detx: éqha-

tions . . 'ﬁ";' e .

.4,- .

. tang. (2 QS-P Q)-—-—A tang Qz

- e,
. ¥

[ A T N

P S (CLETTO S U
345131 4cgl Q )
atensunemetmaulieudetmg @zsavuleurl T

On obuendﬁ axﬁsl en falsah’t: éin q; 31:‘ | ne

L L PP 1

Pl .(n+zﬂ41=l+u~—gc‘¢‘k—;# . i.;-., T
bz 1—2a2zx+42ctxV—c*xt!? A

EPS Y

équation pourla qumn-se(;uo? dela fonetion K 1, ety fqui étant

entiérement développée montera au degré 12 = 5;"" .

Telles sont les dormiules pay lesytredlos oo peut trouvep
la relatmn entre ¢-8-et. ¢ pour que. F(cpn)_aF((p),
étant un nombre enUer 'Sl falloit t rouver Ia relation entre

¢ et \ pour que F(\lf) ‘mml‘(% 53 et 'n &tant’ dés en<
tiery, on, preadroif jin angle auxiliaire e, tel que »F (V)=
F(o), et mF(¢)=F (o). La premlére condition donnera
une équation algéhrique entzeles sinus et cosinus des anglec
V et ©; la seconde, une entre ceux des angles ¢ et o ; d'oit
éhmlnant ®, on aura la relation cherchée entre ¢ et V.

- £39)s: Deplk ~i} xésulte quon peut toujours trouver l‘m"
tégrale glgébuque compléte de l'équagion== ., " |

) 4 md¢
s V(l-—c sin.’ 9)

. AP “
nd¢ X ! L :
+ V(1 =—c*tin.? ) =0;

r

m et n &ant des nombres entiers, Carll mtégraIe estd aborJ
mF (¢)+nF(¥)=const. , et i on: suppase que lorsque
tp-—o, \1/-..;», la.constante sera nE(u), et amsx on aura

MF(?)-i'ﬂF(\lf)-—aF(MZ-

~
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Or, on peut avoir une équation algébrique qui-représente
‘cette équatxon transcendante; car si on fait F (@)=F(u)—
F(¥), ce qui donnera mF(Q)_.nF (@).; chacune de ces
équat;ons pourra s'exprimer en termes algébriques, et ainsi
_en éliminant @, on aura lmtégrale algébrique compléte
de 1'équation proposee
En général, si on avoit léquatlon suivante dans laquelle
m, n, p, etc. sont des entiers positifs ou négatifs, et dont
le nembre des termes est & volonté pourvu qu'il ne soit
pas u;hm :

md¢ ‘ nd+y L pda ,
o'_' \/(x-—c sin.* ¢) -+ \/(l—c sin*y) + V(1—¢c* sin. a)

-etc,

hnbégrale compléte. sera F(u)= mF'((p) +nF (V)4
pF (@) etc., w étant la constante arbitraire. Or, cette
€quation . transcendante peut toujours se changer en une
équation algébrique ; car en faisant F(¢!)=mF (9¢),
F(V)=nF), Y(o')=pF(0), etc., ce qui donné
F(p)=F(9')+F{') + F(o') +etc., chacune de ces
éqpiations pourra étre changée en une équation algébrique,
et si on élimine ¢', ¥, @, etc. , I'équation résultante ren-
fermera Varbitraire g, et sera lmtégrale algébmque coms
pléte de. la proposée.

Si on appelle R (x) leradical y/ (a4 82 +-y22~- 02+ ext),
R(y) un radical semblable en y, etc. et que m, n, p; etc.
désignent toujours des nombres entiers positifs ou ntga.txfs >
il est clair que l'équation

. mdx ndy pdz
0= R(zx) —+ R(y) + R(z)

-+ etc.

pourra toujours étre réduite 4 la forme précédente, et
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