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0 La géométrie du hasard
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La géométrie du hasard

le probléme des partis

La théorie des probabilités a une date de naissance : 1654, et
c’est un probléme trés particulier qui a mis le feu aux poudres.
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1 Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1447-1517)

Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1447-1517)
Le personnage principal de ce tableau est Luca Pacioli. C’est
un moine italien de la Renaissance, qui a passé une grande
partie de sa vie a enseigner les mathématiques.

Vous le voyez avec un de ses éléves et ses instruments de tra-
vail. Il tient une baguette et montre une figure géométrique
sur une ardoise. Sur la tranche de cette ardoise, on lit : « Eu-
clide ». Sur la table, on voit une équerre et un compas. Posé
sur un livre, il y a un dodécaédre, et suspendu au plafond, un
autre polyédre qui semble en verre : ¢’est un octaédre tronqué.

2 De divina proportione (1509)

De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)

Son livre le plus connu est « De divina proportione », « Sur la
proportion divine ». La proportion divine, c’est ce que nous
appelons le nombre d’or.

Si ce livre est aussi célébre, c’est & cause de ses illustrations
magnifiques.
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3 De divina proportione (1509)
De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)
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4 De divina proportione (1509)

De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)

les proportions des lettres de 'alphabet, et la maniére dont
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5 De divina proportione (1509)

De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)
Il y a surtout des polyédres réguliers, dessinés en perspective.
Voici un icosaédre tronqué, formé d’hexagones réguliers au-
tour de pentagones réguliers. Nous en voyons souvent parce
que c’est, ou au moins c’était, ’agencement des piéces d’un
ballon de football.

Remarquez la représentation par les arétes en perspective
creuse.

Kofaedron abfafam Vacuum

6 De divina proportione (1509)

De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)

Voici encore un icosaédre. Cette fois-ci il est stellé, c’est-a-dire
qu’un tétraédre est posé sur chacune des 20 faces triangulaires
de l'icosaedre.

fcolaedeon Eleaarum Vacoum



7 De divina proportione (1509)

De divina proportione (1509)
Luca Pacioli (1447-1517)

Encore une stellation, ici c’est un dodécaédre avec des pyra-
mides & base pentagonale.

Soyons honnéte, ce livre est plus intéressant par ses gravures
magnifiques, que par son contenu écrit. La morale de cette
histoire, c’est que quand on écrit un livre, c’est bien d’avoir
un copain qui s’y connaisse un peu en dessin.

Dodecacdion Abifum Elcuatem Vacuum

8 Leonardo da Vinci (1452-1719)

Leonardo da Vinci (1452-1719)

Le copain de Pacioli, s’appelle Léonard de Vinci. L8
L’autre morale de I’histoire, c’est que je préfére vous montrer TR* i
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et qui lui, est beaucoup moins spectaculaire.

9 Summa de arithmetica (1494)

C’est cette « somme d’arithmétique ». Le titre complet an-

nonce aussi de la géométrie, des proportions, et de la propor- Summa de arithmetica (1494)
tionnalité. Ce livre est dans la droite ligne de beaucoup d’ou- Luca Pacioli (1447-1517)
vrages de la Renaissance italienne qu’on appelle des « Aba-
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10 Summa de arithmetica (1494)

Summa de arithmetica (1494)
Luca Pacioli (1447-1517)
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il arrive que le jeu ne puisse s’achever

« Deux camps jouent & la balle; chaque manche est de 10
points et il faut 60 points pour gagner le jeu ; la mise totale est
de 10 ducats. Il arrive que, pour quelque raison accidentelle,
le jeu ne puisse s’achever. On demande ce que touche de la
mise totale chacun des deux camps, lorsque 'un a 50 points
et Pautre 20 points. »

Ca s’appelle le « probléme des partis », au sens de répartition.
Il est évident que celui qui a déja 50 et qui n’a plus qu'une
manche a remporter pour arriver & soixante, a plus de chances
de gagner les 10 ducats que celui qui n’a que 20. Celui qui
a déja 50 doit donc recevoir plus de la moitié des 10 ducats.
Oui mais combien exactement ? Imaginez que vous ne sachiez
rien en probabilité, et que vous n’avez que votre intuition :
quel va étre votre raisonnement ?

Vous allez supposer, comme on le faisait déja a ’époque, que
chaque joueur a autant de chances de gagner la manche sui-
vante que les autres.

Oui mais, s’agissant d’un jeu d’adresse, les hypothéses d’indé-
pendance et d’équiprobabilité ne sont pas si naturelles qu’il y
parait. Demandez & qui vous voulez : si quelqu’un méne déja
5 manches a deux, c¢’est qu’il est meilleur, donc il a plus de de
chances de gagner la manche suivante. Bon, c’est pas grave;
promis, je ne vous embéte plus avec mes états d’ame.

Le probléme des partis qu’on trouve & la fin du quinziéme
siecle chez Luca Pacioli, on le trouve aussi, bien avant dans
d’autres arithmétiques commerciales italiennes de la Renais-
sance. Voici quelques exemples.

12 avant Pacioli

e « Deux personnes jouent a la longue paume de telle
sorte que le premier qui a six chasses gagne le jeu. Il
arrive alors par hasard quand 'un d’eux en a gagné
quatre et 'autre trois que la balle éclate de telle sorte
qu’ils ne peuvent finir le jeu mais tombent d’accord
pour que chacun ait ce qui lui convient. »

e « Trois personnes jouent & ’arbaléte 3 deniers de telle
fagon que celui qui le premier a 3 coups gagne et ob-
tient 3 deniers. Et tirant a l’arbaléte le premier en a
fait 2, le deuxiéme un, le troisiéme n’a aucun coup. Il
arrive par hasard qu’une arbaléte se casse et ils sont
d’accord que chacun prend ce qui lui convient. »

e « Deux hommes jouent aux échecs et font un dépot
de un ducat pour trois jeux; il arrive que le premier
gagne 2 jeux au second, il demande de ne pas jouer
plus avant. »

La balle éclate, I’arbaléte se casse... dites, il n’y avait pas
que le résultat final qui était aléatoire a I’époque.

il arrive que le jeu ne puisse s’achever
Luca Pacioli (1447-1517)

Deux camps jouent & la balle; chaque manche est de 10 points et il faut 60 points
pour gagner le jeu; la mise totale est de 10 ducats. Il arrive que, pour quelque raison
accidentelle, le jeu ne puisse s’achever. On demande ce que touche de la mise totale
chacun des deux camps, lorsque 1'un a 50 points et ’autre 20 points.

avant, Pacioli

arithmétiques commerciales italiennes XIv°—xv® siécles

o Deux personnes jouent & la longue paume de telle sorte que le premier qui a
six chasses gagne le jeu. Il arrive alors par hasard quand I'un d’eux en a gagné
quatre et 'autre trois que la balle éclate de telle sorte qu’ils ne peuvent finir le
jeu mais tombent d’accord pour que chacun ait ce qui lui convient.

o Trois personnes jouent a l’arbaléte 3 Deniers de telle fagon que celui qui le
premier a 3 coups gagne et obtient 3 Deniers. Et tirant a ’arbaléte le premier en
a fait 2, le deuxiéme un, le troisiéme n’a aucun coup. Il arrive par hasard qu’une
arbaléte se casse et ils sont d’accord que chacun prend ce qui lui convient.

o Deux hommes jouent aux échecs et font un dépot de un ducat pour trois jeux;
il arrive que le premier gagne 2 jeux au second, il demande de ne pas jouer plus
avant.



13 avant Pacioli

e « Deux hommes jouent aux échecs un ducat en quatre
jeux, quand il arrive le cas que le premier gagne le
premier jeu, le second, le troisiéme, et se retire du jeu
sans jouer plus selon la volonté de son compagnon, je
demande ce qu’il a gagné. »

« Si on te disait qu’il y a trois hommes qui jouent et
qu’on te dise de quel jeu il s’agit, et qu’ils jouent en
trois jeux et qu’ils ont mis 2 sous entre eux trois, et
que celui qui le premier qui laboure trois jeux retire les
dits 2 sous, dont chacun a mis 8 deniers. Maintenant
I'un a deux jeux, 'autre a un jeu et 'autre n’a aucun
jeu; on demande, si on ne joue plus, combien revient
a chacun. »

Notez qu’il peut y avoir plus de deux joueurs, le nombre de
parties a gagner varie, mais jamais le probléme n’est posé en

toute généralité : ce n’était pas dans l'esprit du temps.

14 Blaise Pascal (1623-1662)

Alors qu’il faisait partie du folklore mathématique depuis plu-
sieurs siécles sans que personne ne cherche a le théoriser, le
probléme des partis va mettre le feu aux poudres subitement,
parce qu’un certain Antoine Gombaud, qui signait du nom
de chevalier de Méré, homme du monde et joueur invétéré, a

posé la question a Blaise Pascal.

Pendant I’été 1654, une correspondance s’engage entre Pascal

et...

15 Pierre de Fermat (1607-1665)

Pierre de Fermat. Voici ce qu’écrit Pascal le 29 juillet.

avant, Pacioli

arithmétiques commerciales italiennes XI1v°—Xxv® siécles

@ Deux hommes jouent aux échecs un ducat en quatre jeux, quand il arrive le cas
que le premier gagne le premier jeu, le second, le troisiéme, et se retire du jeu
sans jouer plus selon la volonté de son compagnon, je demande ce qu'il a gagné.

o Si on te disait qu'il y a trois hommes qui jouent et qu’on te dise de quel jeu il
s’agit, et qu’ils jouent en trois jeux et qu'ils ont mis 2 sous entre eux trois, et que
celui qui le premier qui laboure trois jeux retire les dits 2 sous, dont chacun a
mis 8 deniers. Maintenant 'un a deux jeux, l'autre a un jeu et I’autre n’a aucun
jeu; on demande, si on ne joue plus, combien revient a chacun.

Blaise Pascal (1623-1662)

Pierre de Fermat (1606-1665)
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correspondance Pascal-Fermat

« I’impatience me prend aussi bien qu’a vous; et quoique je
sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que je
regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre lettre
sur les partis, que j’admire si fort, que je ne puis vous le dire.
Je n’ai pas le loisir de m’étendre ; mais en un mot vous avez
trouvé les deux partis des dés et des parties dans la parfaite
justesse : j’en suis tout satisfait; car je ne doute plus main-
tenant que je ne sois dans la vérité, aprés la rencontre admi-
rable ol je me trouve avec vous. J’admire bien d’avantage la
méthode des parties que celle des dés : j'avais vu plusieurs
personnes trouver celle des dés, comme M. le chevalier de
Meré, qui est celui qui m’a proposé ces questions, et aussi M.
de Roberval ; mais M. de Meré n’avait jamais pu trouver la
juste valeur des parties. »

En fait la solution de Pascal est plus générale que celle de
Fermat. Il va la rédiger & 'automne dans son « Traité du
triangle arithmétique ».

Ce Traité du triangle arithmétique, qui circule de maniére
confidentielle en 1654, ne sera officiellement publié qu’apres la
mort de Pascal. C’est de la que vient 'expression « Triangle
de Pascal ». Le triangle des nombres de combinaisons était
connu bien avant Pascal, et Pascal ne prétend pas qu’il soit
nouveau.

Par contre, ce que vous voyez ici, 'usage du triangle arithmé-
tique pour déterminer les partis qu’on doit faire entre deux
joueurs qui jouent en plusieurs parties, ¢a c’est bien nouveau.

Traité du triangle arithmétique (1665)

correspondance Pascal-Fermat

été 1654

L’impatience me prend aussi bien qu’a vous; et quoique je sois encore au lit, je ne
puis m’empécher de vous dire que je regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi,
votre lettre sur les partis, que j’admire si fort, que je ne puis vous le dire. Je n’ai
pas le loisir de m’étendre ; mais en un mot vous avez trouvé les deux partis des dés
et des parties dans la parfaite justesse : j’en suis tout satisfait ; car je ne doute plus
maintenant que je ne sois dans la vérité, aprés la rencontre admirable oil je me trouve
avec vous. J’admire bien d’avantage la méthode des parties que celle des dés : j’avois
vu plusieurs personnes trouver celle des dés, comme M. le chevalier de Meré, qui
est celui qui m’a proposé ces questions, et aussi M. de Roberval ; mais M. de Meré

n’avoit jamais pu trouver la juste valeur des parties |[...]

Pascal, 29 juillet 1654

Traité du triangle
Blaise Pascal (1623-1662)

arithmétique (1665)

VSAGE DV TRIANGLE
ARITHMETIQVE,

Pour determiner les partys qu'on doit faire entre denx
lokenrs qui toient en plufienrs parries.

Ov entendre les regles des partys, la premiere chofe
quil faue confiderer, eft, que l'argent que les ioiicurs one
mis aujeu, ne leur appartient plus, carils en ont quittéla

proprieté ; maisils on receu en reuanche le droit d'atten-
dre ce que le hazard lear en peut donner, fuiuantles con-
dicions dontils font conuenus d'abord. X
‘Mais comme c'elt vne loy volontaire ls la peuuent rompre de geéd
geé, &ainfi en quelque terme que lejeu e trouue,, s peuuent le quit-
ter, & au contraice de ce quils ont fait eny entrant renoncer a lat-
tente du hazard , & rentrer chacun en la proprieté de quelque chofe;Et
encecas, le reglement de ce qui doit leur apparteni, doit eftre telle-
ment proportionnt & ce quils aucient dras delperer de I foruney
que chacun deux trouue entiecement égal de prendre ce qu'on luy af’
figne, oud P jeu, & ke diftribution s'ap-
pelle le Patty.

18 Célébres mathématiciens de I’Académie Parisienne (1654)

Il s’en vante d’ailleurs dans cette lettre aux « Célébres ma-
thématiciens de ’académie parisienne ». Il ne s’agit pas de
I’Académie Royale des Sciences, qui ne sera fondée qu’en
1666. C’est simplement un groupe informel de savants qui
se réunissent réguliérement, et auxquels Pascal envoie un
compte-rendu de son activité pour 1654.

Dans ce compte-rendu, apparait le paragraphe suivant.

Célebres mathématiciens de I’Académie Parisienne (1654)

Blaise Pascal (1623-1662)
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]E_1 & c vobis doctiflimi & celeberrimi viri, aut

dono, aut reddo : veftra enim effe fateor quz
non, nifi inter vos educatus , mea feciffem ; propria
autem agnofco que aded pracellentibus Geome-
tris indigna video. Vobis enim nonnifi magna
ac egregia demonftrata placent. Paucis verd ge-
nium andax inventionis , paucioribus (ut reor)
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que. Silerem itaque , nihil vobis congruum ha-




19 Célébres mathématiciens de I’Académie Parisienne (1654)

« Et puis un traité tout a fait nouveau, d’'une matiére abso-
lument inexplorée jusqu'’ici, savoir : la répartition du hasard
dans les jeux qui lui sont soumis, ce que I'on appelle en fran-
cais « faire les partis des jeux » ; La fortune incertaine y est si
bien maitrisée par ’équité du calcul qu’a chacun des joueurs
on assigne toujours exactement ce qui s’accorde avec la jus-
tice. Et c’est 1a certes ce qu’il faut d’autant plus chercher par
le raisonnement, qu’il est moins possible d’étre renseigné par
I’expérience.

Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations mathématiques
a lincertitude du hasard, et conciliant ces choses en appa-
rence contraires, elle peut, tirant son nom des deux, s’arroger
a bon droit ce titre stupéfiant : La géométrie du hasard. »

Pascal a bien compris la contradiction qu’il y a, a faire sur de
I’aléatoire, des mathématiques rigoureuses et certaines. Et il
en est tout fier.

Pour tout vous dire, il s’en est fallu de quelques semaines
que l’histoire prenne une toute autre tournure. En novembre
1654, Pascal a eu un accident de fiacre sur le pont de Neuilly,
ot il s’est vu quasiment mort. Deux semaines plus tard, le
23 novembre, il connait une illumination, une « extase mys-
tique », qui le fait renoncer a la vie mondaine, mais aussi aux
sciences, plus rien n’ayant de valeur a ses yeux que la pensée
de Dieu.

20 Christiaan Huygens (1629-1695)

Mais, puisqu’il s’agit de jeu, un autre va saisir la balle au
bond. Il s’appelle Christian Huygens, il est hollandais, et en
1654 il n’a que 25 ans. Lors d’une visite a Paris, il entend
parler du probléme des partis.

Céléebres mathématiciens de ’Académie Parisienne (1654)
Blaise Pascal (1623-1662)

Et puis un traité tout a fait nouveau, d’une matiére absolument inexplorée jusqu’ici,
savoir : la répartition du hasard dans les jeux qui lui sont soumis, ce que 1'on appelle
en francais « faire les partis des jeux » ; La fortune incertaine y est si bien maitrisée
par 'équité du calcul qu’a chacun des joueurs on assigne toujours exactement ce qui
s’accorde avec la justice. Et c’est 1a certes ce qu’il faut d’autant plus chercher par le
raisonnement, qu’il est moins possible d’étre renseigné par ’expérience.

Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations mathématiques a l'incertitude du ha-

sard, et conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut, tirant son nom des
deux, s’arroger & bon droit ce titre stupéfiant : La géométrie du hasard.

Christiaan Huygens (1629-1695)

21 De ratiociniis in ludo aleae (1657)

Il n’a rencontré ni Pascal, ni Fermat. Mais il réfléchit de son
coté et il en déduit un petit traité, publié en 1657, « Sur
les raisonnements dans les jeux de hasard ». C’est le premier
ouvrage au monde portant sur les probabilités.

Les trois premiéres propositions définissent la notion d’espé-
rance, que Huygens appelle « expectatio » en latin.

La proposition 3 contient le cas le plus général que pose Huy-
gens.

De ratiociniis in ludo aleae (1657)
Christiaan Huygens (1629-1695)

ProrosiTtro IIL

~ Sinumerus cafuom, quibus mihi evenier 4, fit p, nu-
_metus autem cafuum quibus mihi eveniet b fit g, fumen-
do omnes cafus 2qué in proclivi effe: expectatio meava-
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22 De ratiociniis in ludo aleae (1657)

De ratiociniis in ludo aleae (1657)
Christiaan Huygens (1629-1695)

« Si le nombre de chances que j’ai de gagner a est p, et le
nombre de chances que j’ai de gagner b est ¢, en supposant

. , 4 b

que les chances soient égales : mon espérance vaudra “11)’ iqq. »
Si le nombre de chances que j’ai de gagner a est p, et le nombre de chances que j'ai

Remarquez qll’ﬂ ne S’agit pas de probablhtés entre zéro et un, de gagner b est ¢, en supposant que les chances soient égales : mon espérance vaudra
ap+bg

mais de nombres de chances p et ¢, toutes ces chances étant ]

égales. C’est ainsi que 'on écrira les probabilités, au moins

jusqu’a Laplace, plus d’un siécle plus tard.
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