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0 Les axiomes de Peano

Nouvel épisode dans l’émergence de la rigueur mathématique
au dix-neuvième : aujourd’hui, les fondements de l’arithmé-
tique. Vous n’allez pas être surpris : comme d’habitude les
axiomes de Peano ne sont pas vraiment de Peano et il ne
l’a jamais prétendu. Quant au rêve de Leibniz, il n’a pas été
vraiment réalisé, et pourtant Peano a fait tout ce qu’il a pu.
Et ce chat en chute libre ? eh bien il finira bien par arriver.
Comme d’habitude vous dis-je !

1 Hermann Grassmann (1809–1877)
Je vous ai déjà fait part de ma conviction que l’apparition
de la rigueur était liée en grande partie à la massification
de l’enseignement. Aiguillonnés par des jeunes exigeants, cer-
tains enseignants ont trouvé légitime de répondre aux ques-
tions qui leur étaient posées, mieux que par des arguments
d’autorité.

Hermann Grassmann est un de ces professeurs. Il enseigne au
collège de Stettin, sa ville natale. En 1844, il a écrit sa théorie
de l’extension, pour nous l’algèbre linéaire. C’était beaucoup
trop tôt. Dix-sept ans plus tard, elle n’avait toujours pas été
lue, ou si peu. Il s’apprête à la republier, après l’avoir mise
au goût du jour.

2 Lehrbuch der Arithmetik (1861)

Mais auparavant, il écrit ce « Manuel d’arithmétique ». Le
sous-titre annonce qu’il est destiné aux établissements d’en-
seignement supérieur. C’est la traduction littérale, et je n’ai
pas réussi à savoir exactement à quels âges de formation cela
correspondait dans la Prusse de l’époque ; mais cela n’allait
certainement pas au-delà du niveau du lycée où Grassmann
enseignait.

Voyons comment Grassmann introduit les entiers pour ses
élèves.
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3 Construction d’une double suite

Son approche n’est pas axiomatique, mais contructive. Il fa-
brique comme vous le voyez une double suite, à partir d’une
unité qu’il nomme e, répétée vers la droite et vers la gauche. Il
donne les règles qui font de e le successeur de zéro, et de zéro
le successeur de −e. Le signe plus ne traduit pour l’instant
rien d’autre que la fonction de succession.

4 Addition par récurrence

La nouveauté est qu’à partir de cette collection d’unités ré-
pétées, les opérations sont définies par récurrence. Ici, pour
l’addition, la somme de a et du successeur de b est par défi-
nition le successeur de la somme a+ b.

5 Multiplication par récurrence

Après avoir identifié l’opération de succession avec l’addition
du nombre 1, Grassmann définit la multiplication, toujours
par récurrence. Le produit de a par le successeur de b est le
produit de a par b, ajouté à a.

Ce n’était pas encore une axiomatisation complète de l’arith-
métique ; mais tout de même une construction beaucoup plus
rigoureuse que toutes celles qui avaient précédé.

6 Charles Sanders Peirce (1839–1914)

Charles Peirce est américain, et n’a pas d’expérience de
l’enseignement secondaire. Son approche des fondements de
l’arithmétique est celle de la logique formelle. Dans son article
de 1881, « Sur la logique des nombres », il retrouve en gros
la démarche de Grassmann, qu’il ignorait probablement. Lui
aussi, définit l’addition et la multiplication par récurrence. Il
en démontre les principales propriétés. Il y ajoute une dis-
cussion de la notion de cardinal. Son article se termine en
démontrant qu’une application injective d’un ensemble sur
lui-même est bijective (dans la terminologie actuelle et non
dans celle qu’il emploie). Son exemple est parfaitement rac-
cord avec la culture du Nouveau Monde.



7 Every Texan kills a Texan

« Chaque Texan tue un Texan. Chacun est tué par une seule
personne. Donc, chaque Texan est tué par un Texan. » Après
avoir donné une démonstration soignée de cette observation
sociologique, Peirce conclut : ce mode de raisonnement est
fréquent en théorie des nombres.

8 Richard Dedekind (1831–1916)

Richard Dedekind n’est pas Texan et n’a jamais tué personne.
Il enseigne à Zürich et c’est pour son enseignement qu’il en
est venu à définir les nombres réels par ce que nous appe-
lons les « coupures de Dedekind ». Il s’attaque ensuite aux
nombres entiers, dans ce mémoire, daté de 1888 : « Ce que
sont les nombres et ce qu’ils doivent être ». Il avait commencé
à l’écrire dès 1872, et des versions préliminaires circulaient
depuis une dizaine d’années. Voici les premières phrases.

9 Vorwort

« En science, rien de ce qui peut être prouvé ne devrait être
accepté sans preuve. Bien que cette demande semble très rai-
sonnable, je ne la considère pas comme satisfaite, même dans
les méthodes les plus récentes pour établir les bases de la
plus simple des sciences ; à savoir cette partie de la logique
qui traite de la théorie des nombres. »

Dans cet ouvrage, Dedekind va décrire la première caracté-
risation de l’ensemble des entiers, en donnant en particulier
toute son importance à l’axiome d’induction.

10 vollständigen Induction

Dedekind définit ce qu’il appelle des « chaînes », munies de
l’opération de succession. Le résultat clé de sa construction
est ce « Théorème d’induction complète ». Dans ses notations,
n′ est le successeur de n et le théorème décrit l’inférence de
n à n′. Voici la traduction.

« Pour montrer qu’un théorème est vrai pour tout nombre n
d’une chaîne m0, il est suffisant de montrer d’abord qu’il est
vrai pour n = m, ensuite que de la validité du théorème pour
un nombre n de la chaîne m0, sa validité pour le successeur
n′ s’ensuit. »



11 Addition

Il utilise ensuite l’induction complète pour définir les opéra-
tions, comme Grassmann. Ici l’addition : m+1 est le succes-
seur de m, et m plus le successeur de n, c’est le successeur
de m + n. Il procède de même pour l’ordre et la multiplica-
tion. C’est la première définition rigoureuse de l’ensemble des
entiers, et des opérations de base de l’arithmétique.

12 Giuseppe Peano (1858–1932)

Cela veut-il dire que Peano n’est pas l’auteur des axiomes de
Peano ? Pas tout à fait. L’année suivant la parution du mé-
moire de Dedekind, Peano publie ces « Principes de l’Arith-
métique exposés par une méthode nouvelle ».

13 Citations de Grassmann et Dedekind

Peano ne prétend pas avoir inventé les principes de l’arithmé-
tique. Il prend soin de citer Grassmann et Dedekind, et recon-
naîtra ailleurs l’antériorité de Dedekind. Ce qu’il revendique,
c’est une méthode nouvelle : l’écriture symbolique des for-
mules logiques. Environ la moitié de son mémoire est consa-
crée à la description et à l’interprétation des équations sym-
boliques. Quand les Principes proprement dit commencent, ce
ne sont qu’une suite ininterrompue d’équations numérotées.
Il est bien difficile d’y reconnaître les axiomes dits de Peano.

14 Formulaire de Mathématiques (1901)

J’ai choisi de vous les présenter dans une édition ultérieure
du Formulaire de Mathématiques : c’est un projet grandiose
d’écriture de l’ensemble des mathématiques en symboles lo-
giques. Cette version est écrite en français, et il utilise juste-
ment ses axiomes pour illustrer son projet.



15 Axiomes de Peano
Les propositions primitives, ce sont les axiomes. Voici son
conseil. « Dans la lecture des propositions, il convient de se
rapprocher autant que possible du langage ordinaire. On lira
les propositions 4 par exemple comme il suit : »

N0 est une classe à laquelle appartient 0. (Pour nous une
classe est un ensemble). Tout nombre est suivi par un nombre.
Enfin l’axiome 3, que l’on appelle « Principe d’induction ».

Si vous regardez l’équation 3 qui traduit le principe d’induc-
tion, elle n’est pas facile à lire. Remarquez le ε qui est un 3
retourné. Pour nous, c’est le signe d’appartenance. L’inclu-
sion renversée serait notre implication.

Peano était très conscient des problèmes techniques que son
formulaire posait aux typographes, et il n’hésitait pas à
mettre lui-même la main à la patte dans l’édition de ses ou-
vrages. Une de ses astuces consistait à utiliser comme signe
non alphabétique, des caractères déjà existants, mais retour-
nés, comme le 3 ci-dessus.

16 ∃ si legge « esiste »

Par exemple, c’est lui qui a introduit en logique le signe « Il
existe », comme un E majuscule renversé. Ce signe a été dif-
fusé ensuite par Bertrand Russell et il nous est resté.

17 ∀ für alle

Plus tard, c’est par analogie avec « Il existe » que le signe
« quel que soit » a été défini comme un A majuscule renversé,
par Gentzen dans ses « Études sur la déduction logique ».



18 Formules « élémentaires »
Mais revenons à Peano. La liste indigeste que vous avez sous
les yeux, contient encore les bases de l’arithmétique. Elle est
extraite d’un livre destiné aux élèves de collège et de lycée.
Il n’y a pas de doute possible, car Peano débute le livre en
donnant des extraits des programmes officiels, avec la liste
des formules correspondantes. En équivalent français, les pro-
grammes vont de la quatrième à la terminale.

Oser infliger à des élèves de quatrième ce que vous voyez,
paraît totalement insensé, n’est-ce pas ? Peano était-il donc
fou, ou bien n’avait-il aucune idée de ce qui se passait avant
l’université ?

Ni l’un ni l’autre. Pendant toute sa carrière, il est resté
constamment en contact avec l’association des professeurs de
mathématiques, il a écrit régulièrement des articles pour leur
revue, et a participé à la formation de nombreux enseignants.
À 62 ans, il a même écrit un recueil d’exercices arithmétiques,
à la manière des Récréations mathématiques de Lucas.

19 Se gli allievi non capiscono

Le livre s’intitule « Jeux d’arithmétique et problèmes intéres-
sants ». La conclusion contient ce paragraphe splendide.

« Si les élèves ne comprennent pas, c’est la faute de l’ensei-
gnant qui ne sait pas expliquer. Cela ne sert à rien de rejeter
la faute sur les classes précédentes. Nous devons prendre les
élèves comme ils sont, rappeler ce qu’ils ont oublié, ou étudié
sous une autre forme. Si l’enseignant tourmente ses élèves, et
si, au lieu de gagner leur amour, il excite leur haine contre lui-
même et la matière qu’il enseigne, non seulement son ensei-
gnement sera négatif, mais devoir vivre avec autant de petits
ennemis sera pour lui un tourment continuel. »

20 È un vero delitto contro l’umanità
Douloureusement conscient du drame de la condition estu-
diantine, Peano va même jusqu’à dénoncer les examens avec
la dernière vigueur, dans le journal de Turin.

« C’est un véritable délit contre l’humanité de tourmenter les
pauvres élèves avec des examens pour s’assurer qu’ils savent
des choses que la plupart du public instruit ignore.

Le professeur qui réunit la double qualité d’enseignant et
d’examinateur, ses étudiants ne reconnaissent pas bien s’il
est un ami ou un ennemi. Père et juge disait un de mes an-
ciens professeurs ; et l’élève ne sait pas s’il doit l’aimer comme
un père, ou bien le détester comme un juge. »

Bien évidemment, il mettait ses actes en accord avec ses prin-
cipes, ce qui lui valait une popularité certaine auprès des
moins vaillants.

Alors une question se pose : comment Peano pouvait-il être
à ce point en décalage avec la réalité ? Quels pouvaient être
ses rapports avec ses collègues ? Au début de sa carrière, ils
étaient tout à fait normaux, c’est-à-dire passablement conflic-
tuels. Il avait fondé un journal, la Revue de Mathématiques,
qui lui permettait non seulement de publier à sa guise son
Formulaire de Mathématiques, mais encore d’avoir le dernier
mot face à ceux qui osaient le contredire.



21 Risposta a una dichiarazione de C. Segre

« Je crois nouveau dans l’histoire des mathématiques que des
auteurs utilisent dans leurs recherches des propositions aux-
quelles ils connaissent des exceptions ou bien qu’ils savent
non démontrées ; et qui, au lieu de suivre les mathémati-
ciens du passé sur les points innombrables qu’ils ont bien
traités, prennent pour modèle les rares points sur lesquels ils
se trouvent en défaut. »

Ou bien encore, face à un auteur de manuel qui avait eu le
tort d’émettre quelques doutes sur l’efficacité pédagogique de
ses méthodes :

22 Recensione di G. Veronese, Fondamenti di geometria

« Les conséquences de ce principe absurde sont évidentes.
Ainsi, hors de tout nombre il y a encore des nombres, et c’est
ainsi que l’on engendre l’infini ; et hors de tout point il y a
encore des points et ainsi on engendre les espaces multidimen-
sionnels. Et l’on pourrait continuer longuement l’énumération
des absurdités que l’auteur a empilées. Mais ces erreurs, le
manque de précision et de rigueur dans tout le livre, lui ôtent
toute valeur. »

L’auteur s’appelait Veronese : à mon avis, il a dû être vert.
Je sais, j’aurais dû l’éviter celle là, mais je n’ai pas pu m’en
empêcher.

23 Peano, La storia di un gatto (1895)

Le 29 octobre 1894, Étienne-Jules Marey, l’inventeur de la
chronophotographie, présentait à l’Académie des sciences de
Paris cette série de clichés d’un chat qui se retourne pour tom-
ber sur ses pattes. La constatation n’avait rien de vraiment
nouveau, mais l’explication divise les savants. Comment le
chat fait-il pour se retourner sans point d’appui ? Plus généra-
lement, en quoi les mouvements internes à un corps modifient
sa trajectoire externe. Et comme application, quel est l’effet
des courants marins ou atmosphériques sur le mouvement des
pôles de la Terre ?

Peano publie dans sa Revue, sa propre version de « l’histoire
d’un chat », comme il dit. C’est parce qu’il fait tourner sa
queue en l’air que par réaction, le chat tourne dans l’autre
sens ! Il suffit de regarder les images pour constater que c’est
faux, mais Peano s’obstine. Il utilise les calculs de son collègue
Vito Volterra, qu’il habille du langage des vecteurs, sans citer
la source. La polémique dure une bonne année. Peano refuse
de reconnaître qu’il a eu tort, et il se permet en plus de cri-
tiquer les calculs de Volterra, qui eux, étaient exacts.



24 Replica ad una nota del prof. Peano (5 janvier 1896)

À la fin, Volterra exaspéré envoie une note au président de
l’Académie à Rome. Elle se conclut par : « Ayant ainsi montré
que tous les points de critique de Peano contre moi sont vides
et infondés, et que ses affirmations ne sont ni originales ni
exactes, ce qu’il a lui-même reconnu, je tiens pour ma part
cette polémique définitivement close. »

Il faut peut-être chercher dans des certitudes qu’il ne remet-
tait jamais en cause, l’explication des paradoxes de la person-
nalité de Peano. Au premier rang de ces certitudes, la fierté
d’être celui qui réalisait enfin le rêve de Leibniz. Mais si, vous
savez bien ! la « Caractéristique Universelle », ce langage sym-
bolique censé pouvoir exprimer n’importe quel raisonnement
humain, quel que soit le domaine !

Voici ce que Peano en dit dans l’introduction au Tome II du
Formulaire de Mathématiques.

25 Introduction au Formulaire de Mathématiques
« Après deux siècles, ce « songe » de l’inventeur du Calcul
Infinitésimal est devenu une réalité.

[. . . ] Nous avons donc la solution du problème proposé par
Leibniz. Je dis « la solution » et non « une solution », car
elle est unique. La Logique mathématique, la nouvelle science
composée de ces recherches, a pour objet les propriétés des
opérations et des relations de logique. Son objet est donc un
ensemble de vérités, et non de conventions. »

La preuve que le rêve de Leibniz est enfin réalisé, c’est le
Formulaire de Mathématiques lui-même : voilà l’ensemble des
mathématiques du temps, résumé en une liste de tout au plus
une dizaine de milliers de formules, sur quelques centaines de
pages.

26 Son enseignement sera réduit

« Il est possible de publier un Formulaire de Mathématiques
qui contienne toutes les propositions connues dans les sciences
mathématiques, toutes les démonstrations, toutes les mé-
thodes. Écrites en symboles, elles occupent beaucoup moins
de place qu’on ne pourrait croire.

[. . . ] Chaque professeur pourra adopter pour texte ce Formu-
laire, car il doit contenir toutes les propositions et toutes les
méthodes. Son enseignement sera réduit à montrer à lire ces
formules, et à indiquer aux élèves les propositions qu’il désire
expliquer dans son cours. »



27 Chaque partie publiée sert déjà aux étudiants
« Ce projet est assurément beau. Malheureusement son exé-
cution surpasse les forces, non d’un homme, mais de plusieurs
hommes. Seulement une société nombreuse et bien organisée
pourrait l’accomplir. En attendant que quelque société sa-
vante s’empare de ce projet, nous avons publié, avec la col-
laboration de plusieurs collègues, le premier tome du Formu-
laire. Car il n’est pas nécessaire que tout ce travail soit fini
pour porter son avantage. Chaque partie publiée sert déjà aux
étudiants de ces sujets particuliers. »

Il plaisante là, il n’est pas vraiment sérieux ? Ce serait mal
le connaître : dans ses propres cours, l’essentiel de l’année se
passe à apprendre à lire les formules, l’autre partie à les énon-
cer une par une. Heureusement, il est opposé aux examens !

28 Vocabulario de latino internationale (1904)

Et ce n’est pas fini ! Pour faire bonne mesure, et parachever
la réalisation du rêve de Leibniz, Peano invente une langue
de communication internationale, le Latino sin Flexione, ou
latin sans déclinaisons. Comme vous l’imaginez, les rares ex-
plications du formulaire de mathématiques seront désormais
données dans cette langue, que Peano est le seul au monde à
pratiquer couramment. Je vous sens impatient d’en voir un
exemple.

29 declinatione et conjugatione non es necessario
« Dans l’écrit précédent « Sur le latino sine flexione », j’ex-
plique l’idée de Leibniz, que les déclinaisons et les conjugai-
sons ne sont pas nécessaires ; c’est-à-dire que chaque suffixe
de déclinaison et de conjugaison peut-être ôté d’un vocable
isolé du latin. En conséquence, nous pouvons exprimer toutes
les idées, par les seuls mots du vocabulaire commun.

Nous éliminons, ou nous minorons, les difficultés de vocabu-
laire, si nous adoptons le vocabulaire qui est déjà internatio-
nal actuellement.

J’ai rassemblé quelques mots, et d’autres éléments tels des
préfixes, suffixes et radicaux, communs aux langues mo-
dernes. »

Reconnaissons que l’idée n’est pas absurde : se débarrasser
de toute complication grammaticale et ne conserver que le
vocabulaire commun aux principales langues de l’Europe. Le
Latino sin Flexione est loin d’être la première tentative. Les
langages universels sont dans l’air du temps et les tentatives
se sont multipliées à la fin du dix-neuvième : Le Latino sin
Flexione est une proposition de plus, après le Volapük et l’Es-
peranto, qui ont connu un succès plus durable.



30 Francesco Tricomi (1897–1978)
Vous imaginez bien que les lubies de Peano ne manquaient pas
de provoquer quelques tensions au sein de l’université de Tu-
rin, où il était titulaire de la chaire d’Analyse Infinitésimale.
Il ne faudrait pas croire pour autant qu’il était complète-
ment isolé. Un certain nombre de ses disciples le soutenaient
et participaient activement à la rédaction du Formulaire. En
face, le parti des anti-Peano, plus conservateurs, et plus at-
tachés à la conception traditionnelle d’un enseignement uni-
versitaire, celle où les étudiants sont censés travailler et ap-
prendre. Parmi, eux, j’ai choisi le témoignage de Francesco
Tricomi.

Quand il est arrivé à Turin en 1925, il était tout jeune et
Peano avait 67 ans. Il n’était plus actif mathématiquement
depuis belle lurette, mais conservait, dit Tricomi, une part de
son ancien prestige. À la grande surprise de tout le monde,
Peano, à l’arrivée de Tricomi, propose de lui céder le cours
d’Analyse Infinitésimale, auquel il s’accrochait depuis long-
temps, en dépit des pressions plus ou moins amicales de ses
collègues.

31 la sua azione era meno nociva

« En ce qui concerne Peano, il continua, jusqu’à sa mort en
1932, à développer sous l’étiquette « Mathématiques complé-
mentaires » plus ou moins les mêmes choses qu’il développait
auparavant sous l’étiquette d’« Analyse infinitésimale », mais
là, son action était moins néfaste. »

À part faire lire son formulaire aux étudiants, à quoi passait-il
son temps ?

32 i giornalucoli di esperantisti

« À propos du Peano des dernières années, cela me surprend
un peu que Ludovico Geymonat ait écrit qu’« il n’était pas
facile de comprendre quelles étaient les lectures de Peano dans
les dernières années de sa vie. » La réponse me paraît pourtant
évidente à moi qui l’ai bien connu : aucune, ou tout au plus
les feuilles de chou des espérantistes, interlinguistes, et autres
écrivains du genre. »



33 références

Francesco Tricomi a été un des grands mathématiciens ita-
liens du vingtième siècle, et certains disent même, le meilleur
professeur. En dehors de ses travaux sur les équations aux
dérivées partielles, il a écrit des livres de cours d’une grande
clarté, qui ont été traduits en anglais, français, allemand et
russe. MacTutor donne de lui la citation suivante, que je n’ai
pas su localiser : « Je n’ai peut être pas réussi à rendre fa-
ciles des choses difficiles, mais au moins je n’ai jamais rendu
difficile un sujet facile ».

Vous suivez son regard ? Oh que j’aimerais pouvoir en dire
autant !
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