Une histoire de mathématiques a écouter sur

hist-math.fr

0 Le théoréme d’al-Kashi

Je vais vous raconter que le théoréme d’al-Kashi n’est pas histoires de géométrie
vraiment d’al-Kashi. Je vous entends déja soupirer : Pfif!

Encore! C’est toujours pareil! Oui, mais 14, c’est pire que

d’habitude : je ne connais pas le premier qui I’a trouvé, ni qui

I’a démontré, encore moins qui ’a énoncé sous la forme que

nous connaissons, et bien str je ne peux pas vous dire qui a

décidé de le nommer ainsi, ni quand.

Le théoréme d’al-Kashi

de la géométrie a la trig Strie

Ce dont je suis a peu prés sir, c’est que le théoréme d’al-Kashi
ne porte ce nom-la qu’en France, et encore depuis les années
1980 seulement. Ce dont je suis totalement sir en revanche,
c’est que al-Kashi méritait bien qu’on se souvienne de lui. hist-math. fr Bernard YCART

1 Relations métriques dans le triangle

A ma connaissance, la premiére mention du théoréme d’al- Relations métriques dans le triangle
Kashi, se trouve dans un manuel de seconde datant de 1981. kit s
Les auteurs, qui s’appellent Glaymann et Malaval, disent : 2. Relations fondamentales

4. La relation a'= b+ c*- 2 be cos A"
BC?=AC 4 AB

« Cette formulation moderne du théoréme d’al-Kashi est due P e R
a Viete. » Ce qui est doublement faux. e

Remarques
1.Onade méme b'=c'4a'~2accos B et c'=a c

Regardez ce qu’on lit au début du manuel de premiére de - oo o ot s s BRI e v 3
la collection Terracher, édition de 1988. La relation a? =

b? 4 ¢2 — 2bccos A n’est pas un théoréme. On indique sim-
plement qu’elle porte souvent le nom de Relation de Pytha-
gore généralisée. En note de bas de page, « Cette relation est
attribuée & Al-Kashi, mathématicien du quinziéme siécle. »

-AB.
les conventions précédentes

2 Relations métriques dans les triangles

Voici ce qu’on lisait cinquante ans auparavant dans un manuel
de géométrie, au méme chapitre « Relations métriques dans
les triangles. ».

Relations métriques dans les triangles
P. Chenevier, Cours de géométrie plane (1936)

Théoréme. — Dans un triangle, le carré d’'un cé6té
opposé & un angle aigu est égal 4 la somme des carrés
des deux autres coétés, diminuée du double produit de I'un

de ces cotés par Ia de I'autre sur lui.

De méme 1’égalité (5) s’écrit :

« Théoréme : Dans un triangle, le carré d’'un c6té opposé a
un angle aigu est égal a la somme des carrés des deux autres

coOtés, diminuée du double produit de I'un de ces cotés par la
projection de l'autre sur lui. » Pour un angle obtus, I’énoncé
est le méme, diminué est remplacé par augmenté.

C’est bien la méme relation, mais le mot cosinus a disparu,
au profit de la notion de projection. Cet énoncé nous vient
en droite ligne d’Euclide. Voici la proposition douze dans le
livre deux des Eléments.

b= a*+ c* — 2azx.
C’est, appliqué au cOté b, le résultat qui précéde.
L’égalité (7) s'écrira, en changeant  en —x :
bt =a*+¢* + 2azx.
L’angle B étant obtus, nous pouvons énoncer :

Théoréme. — Dans un triangle le carré d'un cote
opposé & un angle obtus est la somme des carrés des deux

autres cotés, augmentée du double produit de 'un de ces
cotés par la de I'autre sur lui.
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3 Les Eléments, livre II proposition XII

« Dans les triangles obtusangles, le quarré du coté qui sous-
tend I’angle obtus est plus grand que les carrés des cotés qui
comprennent l’angle obtus, de deux fois le rectangle com-
pris sous celui des cotés de ’angle obtus sur le prolongement
duquel tombe la perpendiculaire, et sous la droite prise exté-
rieurement de la perpendiculaire a I’angle obtus. »

Oui bon, comme d’habitude chez Euclide, il faut réfléchir un
moment avant de reconnaitre I’énoncé dont nous avons I’ha-
bitude. Voici la proposition suivante, pour les angles aigus.

Les Eléments, livre II proposition XIII

« Dans les triangles acutangles, le carré du coté qui soutend
un angle aigu est plus petit que les carrés des cotés qui com-
prennent cet angle aigu, de deux fois le rectangle compris sous
le coté de I’angle aigu sur lequel tombe la perpendiculaire, et
sous la droite prise intérieurement de la perpendiculaire a cet
angle aigu. »

Ne croyez pas que Euclide soit '’heureux inventeur de ces
deux propositions. Le livre deux des Eléments rassemble des
résultats qui pour nous sont des identités d’algébre. Pour les
Grecs, et avant eux pour les Mésopotamiens, c’étaient des
problémes géométriques de superpositions et de divisions de
triangles, de rectangles ou de carrés.

Quel qu’en soit I'auteur, les deux énoncés ont traversé les
siécles, pratiquement inchangés depuis Euclide jusqu’au dix-
neuviéme.

si 'on abaisse AD perpendiculaire

Voici la cinquiéme édition d’un des manuels de géométrie a
succeés du dix-neuviéme siécle, celui de Legendre. Comme vous
le voyez, ’énoncé est trés peu différent de celui d’Euclide,
méme s’il est un peu plus clair. Il y est toujours question de
perpendiculaire abaissée, et de surface d’un rectangle.

Les Eléments, livre II proposition XII
Euclide (ca 325-265 av. J.-C.)

PROPOSITION XIL

Dans les triangles obtusangles , le quarré du cété qui soutend V'angle obtus est
plus grand que les quarrés des cdtés qui comprénent Vangle obtus, de deux fois
le rectangle compris sous celui des cétés de I'angle obtus sur le prolongement du-
quel tombe la perpendiculaire, et sous la droite prise extérieurement de la perpen-
diculaire a I'angle obtus.

Les Eléments, livre II proposition XIII
Euclide (ca 325-265 av. J.-C.)

o .
PROPOSITION XI1I1.

Dans les triangles acutangles, le quarré du cté qui soutend un angle aigu est
plus petit que les quarrés des cotés qui comprennent cet angle aigu, de deux fois
le rectangle compris sous le coté de Pangle aigu sur lequel tombe la perpendicu-

laire, et sous Ja droite prise intéricurement de la perpendiculaire a cet angle aigi.
PR . . . - - - ) i

si l’'on abaisse AD perpendiculaire
A.-M. Legendre, Eléments de Géométrie (1804)

Dans un triangle ABC, si Uangle C est argu, le
quarré du coté opposc sera plus petit que la somme
des quarrés des cotés qui comprennent Pangle C; et s
l’onl abaisse AD perpendiculaire I.\‘lu' BGC, la diffé-
rence sera égale aw double du rectangle BGx CD ;
de sorle qu’on aura, :

AB=AC-+BC—2BCxCD.




6 deux fois le méme produit

Autre manuel de géométrie a succés au dix-neuviéme siécle :
celui de Sylvestre Frangois Lacroix. Différence avec Legendre
et Euclide : I’énoncé est unique pour un triangle quelconque :
on ne distingue plus les triangles obtusangles et acutangles;
seulement si la projection tombe en dedans ou en dehors.

Aussi il n'y est plus question de rectangle mais de produit.
Regardez le début de 1’énoncé. Les trois cotés sont rappor-
tés a une mesure commune, et exprimés par conséquent en
nombres. La géométrie d’Euclide s’est légérement algébrisée.
Mais par contre, il n’est toujours pas question de cosinus.
Est-ce & dire que ces gens-1a ne connaissaient pas les fonc-
tions trigonométriques ? Bien str que non! La méme année,
le méme Lacroix, publiait un « Traité élémentaire de trigono-
métrie rectiligne et sphérique, et d’application de 'algébre &
la géométrie ».

par la propriété connue des triangles

On aura, par la propriété connue des triangles obliquangles,
AB carré égale AC carré + BC' carré plus ou moins 2 BC
fois DC, ou D est le pied de la perpendiculaire. Il ne reste
qu’a remarquer que la longueur de la projection s’obtient en
multipliant celle du segment projeté par le cosinus de ’angle.
On obtient bien notre théoréme d’al-Kashi. Oui, mais Lacroix
n’a pas l'air de trouver qu’il mérite le statut de théoréme. Il
faut dire qu’il ne lui sert pas a grand chose.

Nous sommes dans le chapitre de trigonométrie rectiligne, au-
trement dit mesure des triangles dans le plan. Lacroix a an-
noncé un principe de base, plusieurs pages auparavant. « Lors-
qu’on construit des formules qui doivent servir & des calculs
numériques, il faut toujours tacher de les préparer de maniére
qu’on puisse y appliquer les logarithmes commodément. »

Nous parlons d’un temps ou la « résolution des triangles »
comme on disait a I’époque, avait un intérét pratique : com-
ment faire pour calculer les angles et les cotés d'un triangle,
quand on connait certains d’entre eux? Cela dépend de ce
qu’on connait; et cela dépend surtout de la simplicité des
formules, une fois transformées par les logarithmes.

deux fois le méme produit
S. F. Lacroix, Elémens de Géométrie (1799)

73+ Theoréme. Les trois cités d'un triangle quel-
“conque AB €, fig. 41, ¢tant rapportés & une mesure
commune, et exprimés par conséquent en nombres, si

de I'extrémité C de l'un quelconque AC de ces cotes, on
abaisse une perpendiculairelsur 'un des deux autres, sur
[, par exemple, la scconde puissance du premier

sera égale & Ja somme des secondes puissances des der-
niers, moins deux foisle produit du cote A B sur lequel
tambe la perpendiculaire par le segment BD, opposé i ce
premier , si la perpendiculaire tombe en-dedans du
triangle, et plus deux fois le méme produit, i elle
tombe en dehors: cest-i-dire qu'on aura,

dans le premier cas, AC—=AB'4-BC'—a. AB<BD;
dans le denxiéme;  AC=AB'4BC' 49, AB.<BD.

par la propriété connue des triangles

S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

"BC, fiz.1% Onavra, parla propriété connue des trian-

le signe supérient GYARL Nt quand la perpendiculaice
tombe en dedans dutriangle , comme dans la figure, et le
signe inféricnr dans le cas on elle tombe en dehors : de
plus, dansle triangle rectangle AD C, on a (2q)
DC=AC¢sin DAC= AC X cos C,enfaisant R=1;
onconclura de-1} 4B =4 €' 4-BC'—a.4C>< BCxcos C,I
et par conséquen

AB:\/-A_C’-f-_BC‘—zAC.BC.ms C;




8 Loi des sinus

La formule reine est la loi des sinus. Dans un triangle quel-
conque, dit Lacroix, les sinus des angles sont entre eux comme
les cotés opposés a ces angles. Comprenez que le rapport du
sinus d’un angle au coté opposé est constant.

Ah voila une formule & laquelle on peut appliquer commo-
dément les logarithmes. Mettons que l'on vous donne deux
angles et un coté. Vous calculez le troisieme angle qui est le
supplément de la somme des deux autres. Les deux autres
coOtés s’expriment en fonction de celui que vous connaissez et
d’un quotient de deux sinus. Passez aux logarithmes, le pro-
duit devient une somme et le quotient une différence. Comme
les logarithmes de sinus sont tabulés, le calcul devient facile.

Supposons maintenant que vous ayez deux coOtés et 1'angle
compris entre ces deux cotés. Vous cherchez le troisiéme coté.
Vous vous dites : ah 1a notre bon vieux théoréeme d’al-Kashi
va nous donner la réponse immédiatement. Non, parce que le
théoréme vous donne le carré du troisiéme coté, aprés avoir
calculé les carrés des deux autres cotés et leur produit par le
cosinus. Quand vous aurez ajouté le tout, il restera ensuite
a faire une extraction de racine carrée. Il y a beaucoup plus
simple : la « loi des tangentes ».

Loi des tangentes

Lacroix dit : « La somme des deux cdtés d’un triangle est
a leur différence, comme la tangente de la demi-somme des
angles opposés a ces cotés, est a la tangente de leur demi-
différence ». Oui bon, nous avons plus I’habitude de formules

comme celle qui est en haut de 'image.

Disons que a et b sont les deux cotés donnés, grand A et grand
B sont les deux angles inconnus. Vous connaissez leur somme
qui est le supplément de l'angle donné. Vous déduisez leur
différence de la formule, en utilisant une table des logarithmes
de tangentes. La somme et la différence vous donnent les deux
angles.

Reste un probléme & résoudre : comment trouver les angles
d’un triangle dont on connait les trois cotés. Ah la le théoréme
d’al-Kashi s’impose ! Eh bien non, méme pas : il y a, 14 aussi,
une formule mieux adaptée aux logarithmes.

10 Demi-somme des trois cotés

« De la demi-somme des trois cotés, retranchez successive-
ment chacun de ceux qui comprennent 'angle cherché; mul-
tipliez les deux restes entre eux; divisez ce produit par celui
des cOtés qui comprennent ’angle cherché, et prenant la ra-
cine carrée du quotient, vous aurez le sinus de la moitié de
cet angle. »

Que ce soit plus simple que le théoréme d’al-Kashi ne saute
pas au yeux. Mais la encore, le passage aux logarithmes sim-
plifie tout : deux sommes, deux différences et une division par
deux, voila & quoi se réduit le second membre.

Mais pourquoi était-il si important de « résoudre les tri-
angles » comme on disait alors ? Pour 'arpentage des terrains
agricoles mais surtout pour ’astronomie ; aussi, depuis la Re-
naissance, pour la navigation, et les relevés topographiques
par triangulation, c’est-a-dire la géodésie.

Loi des sinus

S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

ABxsin A—=BC3<snC, ousin A:sin C.3 BC: AB.

Lorsque la perpendiculaire tombe en-dehors, I'angle C
n’est pas commun au triangle 4 B Cet an triangle BC.D;
maisl'angle B CD et 'angle B CA, valant ensemble deux
angles droils, ont le méme sinus.

La proportion que nous venons d'obtenir peut se con-
vertir en principe général , et s'enoncer ainsi : Dans un
trz'mxglc quelconque, les sinus des angles sont entre eux
comme les cités opposés d ces angles.

Loi des tangentes

S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

a—b _ tangi(A4—B) =
2 : a+b—tang{(A+B)()'
d'olt on déduira la proportion
atbia—b iitang; (44 B):tangi(4—B),
qui s'énonce ainsi: La somme des deux cétés d'un triangle
esta leur différence, comme la tangente de la demi-somme

des angllcs opposés a ces cOtés, est a la tangente de leur
demi-différence.

Demi-somme des trois cotés

S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

s ey
sin:C= L ! .(f_)( D)
ab !

formule qui conduita la régle suivante :

) o ’ - | Y E .

Pour trouverun angle d'un triangle, lorsque les trois
cOtés sont connus, de la demi-somme des trois cotes , re-
tranches successivement chacun de ceus qut comprennent
Langle cherché ; muliiplies les deux restes entre eux;
divisez ce produit par celui des citds qui comprennent

awle che i o 3 el £ >
Langle cherché , et prenant la vacine quarrée du quotient
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle,



11 Triangle sphérique
Triangle sphérique

Aussi bien pour l'astronomie que pour la navigation et la
géodésie, les triangles que I'on doit considérer sont sphériques.
Un triangle sphérique est compris entre trois grands cercles
de la sphére.

La résolution des triangles sphériques passe par des formules
de trigonométrie sphérique, qui sont les exacts pendants de
celles de la trigonométrie plane.

12 Loi des sinus sur la sphére

Loi des sinus sur la sphére
S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

Egalant entre elles les deux expressions de la ligne €.,
nous en déduirons

La premiére est la loi des sinus qui dit que les rapports des ein) sin A =sin dsinB. .....(A)

. A P N A é i i bri
sinus des cotés a ceux des angles sont les mémes. > e pas.sapnort fux triaoples sphioriques,
I'analoguede celni du numéro 31,

[l est évident quon doit ayoir de méme les deux équa-
tions suivantes :
sin ¢sin A=sin asin C
sin ¢ sin B=sin b sin C.

13 Loi des cosinus sur la sphére

Loi des cosinus sur la sphére
S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

11 est évident qu'en considérant en particulier chacun
de ces derniers, on trouvera de méme deux équations
semblables & la précédente , et I'on formera de cette
manicre, entre les six parties du triangle 4 B C, les trois
¢équations

Tout de suite aprés vient la loi des cosinus, I’analogue sphé-
rique du théoréme d’al-Kashi.

cosb=cosacosc -+ cosBsinasinc

cosa=:cos b cosc-[—cosAsinbsinc}
ot
€os ¢ ==cosa cosb -}- cos Csinasind



14 Reésolution des triangles sphériques

Mais cette loi du cosinus n’entre pas dans les recettes de ré-
solution des triangles sphériques. Lacroix donne pour chaque
situation une formule, plus ou moins compliquée, mais tou-
jours optimisée pour les tables de logarithmes.

Quand on connait les trois cotés, on retrouve les trois angles
par une formule analogue au cas des triangles plans. La nou-
veauté ici est qu’on peut retrouver les co6tés quand on ne
connait que les angles.

Bien : ol en sommes-nous ? Résumé brutalement, ce qui pré-
céde nous a montré que la loi du cosinus est un résultat extré-
mement ancien, qui n’a aucun intérét pratique. L’idée saugre-
nue de lui donner un nom est récente, et propre a la France
métropolitaine. Bon, mais avant d’écrire la loi du cosinus, il
a bien fallu écrire des cosinus, et méme des sinus, non ?

15 Composition Mathématique

Je vous raconte ailleurs ’histoire de la trigonométrie. En
quelques mots, La premiére fonction trigonométrique a été
la plus naturelle : la corde. C’était le seul outil de calcul des
Grecs. Ptolémée, dans ’Almageste, dit que Hipparque, qui
vivait au deuxiéme siécle avant notre ére, est le premier a
avoir disposé de tables de cordes. En tout cas, Ptolémée en
a calculé, de demi-degré en demi-degré. Il a méme expliqué
comment faire.

16 de la corde au sinus

Le passage de la corde au sinus s’est fait en Inde. Comme vous
le voyez, la corde d’un angle est le double du sinus de ’angle
moitié. La premiére trace qu’on en a est celle d’Aryabhata,
et la notion a été reprise par ses successeurs, Brahmagupta
en téte.

Résolution des triangles sphériques

S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie (1799)

) ) — R
1°. Connoissant les trois cdtes (a,b,c), trouver un
des angles (4).
I i 7 ] P I I 2 e+
tangi A= l/"——_m z{ati—c)sin} GHESE)
sin{ (6 4c—a)sin  (at- +c)
2%, Connoissant les trois angles (A, B, C), trouver un
des cétés (a). v

— 083 (B+C—A)cos i (A+B+C)
c0s3(A+-B—C)cosi(A + C—B)'
3. Connoissant deux, cités (b, c), et tangle com-

Pris (A), trouver les autres angles (B et C).

tangie =

tang 1(B+ €)= L0 oz
: sn§ (b—c
mng;(n—m:};::,(WL;Zrme:t

Composition Mathématique
Claude Ptolémée (ca 85-165)
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de la corde au sinus
Aryabhata (476-550)




17 Al-Birani (973-1048)

C’est chez les Arabes que la trigonométrie est devenue une
discipline mathématique. Elle s’est développée d’abord a par- Al-Birtini (973-1048)
tir de ’astronomie indienne, ensuite & partir de I’Almageste
de Ptolémée, et des Sphériques de Ménélaiis. L’origine en a été
la résolution des triangles sphériques. La plupart des grands
astronomes arabes y ont contribué. Je vous cite en téte al-
Biruni et ses « Clés de la science de ’astronomie », parce
qu’il est un des plus grands. Mais de son temps, c’est-a-dire
autour de I’an mille, les formules importantes avaient déja été
trouvées.

Comme d’habitude, de nombreuses controverses et querelles
de priorité, avaient accompagné ces découvertes. Al-Biruni les
évoque avec regret.

18 Kitab maqald ‘ilm al-hay’ah

« Une apre rivalité oppose ceux qui sont en compétition. Ils

se jalousent mutuellement. Querelles et disputes I’emportent

au point que chacun envie 'autre et se glorifie de ce qui n’est

pas de lui. Tel pille les découvertes d’autrui, se les attribue Kitab maqalid ‘ilm al-hay’ah
et en tire profit, et il voudrait encore que l'on feigne de ne AP @7104)

pas s’en apercevoir ; mieux, qui dénonce son imposture est

aussitot pris a partie et exposé a sa vindicte. »

Cela sent le vécu. La découverte dont il parle est la loi des Une apre rivalité oppose ceux qui sont en compétition. Ils se jalousent mutuellement.
. . L. A Querelles et disputes 'emportent au point que chacun envie I'autre et se glorifie de
sinus dans les trlangles Spherlques- Abu I'Waf37 pourrait étre ce qui nest pas de lui. Tel pille les découvertes d’autrui, se les attribue et en tire

profit, et il voudrait encore que ’on feigne de ne pas s’en apercevoir ; mieux, qui
dénonce son imposture est aussitot pris a partie et exposé a sa vindicte.

lauteur du cas général, mais d’autres avant lui, comme Tha-
bit ibn Qurra, en avaient déja donné des cas particuliers. Abu
l-Wafa est un de ceux qui ont vraiment transformé la disci-
pline. Son livre est intitulé « Révision de I’Almageste », par
référence a Ptolémée. En voici un extrait. La fonction tan-
gente y apparait pour la premiére fois. Aussi, il est un des
premiers & fixer le rayon du cercle de référence & un, ce qu’il
appelle la mesure.

19 Reévision de ’Almageste

Révision de I’Almageste
Abul Wafa (940-998)

« Le rapport de la tangente a la mesure égale le rapport du

sinus au cosinus. Et le rapport de la cotangente a la mesure

égale le rapport du cosinus au sinus. Et le rapport de la cotan- Le rapport de la tangente & la mesure égale le rapport du sinus au cosinus. Et le

gente 3 la mesure égale le rapport de la mesure & la tangente. rapport de la cotangente\a la mesure égale le rapport du cosinus au sinus. Et le
N A rapport de la cotangente a la mesure égale le rapport de la mesure & la tangente. Il

Il est évident que S1 nous prenons la mesure égale a un, le est évident que si nous prenons la mesure égale 4 un, le rapport du sinus au cosinus

. . est la tangente, et le rapport du cosinus au sinus est la cotangente.
rapport du sinus au cosinus est la tangente, et le rapport du

cosinus au sinus est la cotangente. »



20 Nasir ad-Dm at-Tusi (1201-1274)

A partir de I’an mille, commencent & apparaitre des ou-
vrages entiérement consacrés a la trigonométrie. L’un des plus
connus est le « Livre sur la figure sécante » de al-Tusi. Il y
traite de la résolution des triangles plans ou sphériques, en
donnant de nombreuses formules et méthodes de calcul. Cela
ressemble & ce que nous avons vu chez Lacroix, I'utilisation
des logarithmes en moins. Il a une remarque intéressante a
propos des formules de résolution.

21 Livre sur la figure sécante

« Sachez que le but qu’on s’est proposé par cette analyse n’est
point de limiter les procédés & suivre pour trouver les incon-
nues, |[...] car en définitive, la personne intelligente qui se
sera bien pénétrée des démonstrations saura toujours beau-
coup plus facilement retrouver les procédés de ce calcul qu’elle
ne saurait servilement retenir ces formules. »

On peut considérer qu’avec al-Tusi, la trigonométrie est arri-
vée a maturité : les fonctions utiles sont connues, les formules
de résolution des triangles sont au point, autant pour le plan
que pour la sphére.

Nagir ad-Din at-Tust (1201-1274)

Livre sur la figure sécante
Nasir ad-Din at-Tiisi (1201-1274)

Sachez que le but qu’on s’est proposé par cette analyse n’est point de limiter les
procédés & suivre pour trouver les inconnues, [...] car en définitive, la personne
intelligente qui se sera bien pénétrée des démonstrations saura toujours beaucoup
plus facilement retrouver les procédés de ce calcul qu’elle ne saurait servilement
retenir ces formules.

22 Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kashi (ca 1380-1429)

Alors deux siécles aprés al-Tusi, que restait-il & découvrir pour
al-Kashi? Certainement pas la loi des cosinus, connue bien
avant lui, ni méme aucune des formules trigonométriques pour
la résolution des triangles.

23 Madrasa Ulugh Beg, Samarcande

Quand al-Kashi avait été appelé par Ulugh Beg en 1421, il
était déja connu comme mathématicien et astronome. Ulugh
Beg avait construit & Samarcande une école et un observa-
toire. Seule ’école est restée. Le monument que vous voyez le
montre assis, entouré de savants qui posent doctement. L’un
d’entre eux est probablement al-Kashi.

Entre 1424 et 1427, al-Kashi écrit trois traités majeurs.

Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kashi (ca 1380-1429)

Madrasa Ulugh Beg, Samarcande

Ulugh Beg (1394-1449)




24 al-Risala al-muhitiyya (1424)

Dans le traité sur la circonférence, il pousse la méthode d’ex-
haustion d’Archiméde pour le calcul de 7, jusqu’a des poly-
gones & 805 millions de cotés. Le résultat, avec 16 décimales
exactes, ne sera surpassé en Europe qu’au dix-septiéme siécle.

al-Risala al-muhitiyya (1424)

Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kashi (ca 1380-1429)

o | fam
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Dans un traité de trigonométrie, « Sur la corde et le sinus »,
il calcule le sinus de un degré avec 17 décimales exactes. Pour
cela il commence par calculer le sinus de trois degrés, par
différence entre 18 degrés et 15 degrés, puis il établit une
équation de degré trois, et résout cette équation par approxi-
mations successives.

Au-dela de ces exploits numeériques, l'ouvrage majeur d’al-
Kashi est sa « Clé de I’Arithmétique », datée de 1427.

25 Miftah al-hisab (1427)

Miftah al-hisab (1427)

Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kashi (ca 1380-1429)

| blbits bl eosls sl i |

Concrétement a ce que le titre laisse entendre, l'ouvrage
contient beaucoup de géométrie, et méme de géométrie tres
appliquée. La figure que vous voyez représente une voite.

26 Bazar de Kashan

Voici 'intérieur du Bazar a Kashan, la ville natale d’al-Kashi Bazar de Kashan
dans I'Iran actuel. Vous voyez les trois objets des études géo- s Miftah abhisab (127)
métriques d’al-Kashi : des votites, des domes dont al-Kashi
nous apprend & calculer les volumes, et un plafond ouvragé
avec des sortes de stalactites, qu’on appelle des « Mugarnas ».
Al-Kashi les réduit en éléments dont il donne les surfaces.

Contrairement a la plupart des savants arabes, on connait
quelques détails de la vie d’al-Kashi. C’est grace a des lettres
a son pére, qui ont été conservées. Je vais vous en lire quelques Vit SR ek TR

extraits, illustrés par des exemples de cette magnifique archi- | 4 O R
tecture arabe, sujet des calculs d’al-Kashi. 1

27 Maison des Boroujerdi a Kashan

Maison des Boroujerdi & Kashan
Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kashi (ca 1380-1429)

« Quand je suis arrivé ici, comme on fait partout, tous ont
commencé a se renseigner et & espionner pour connaitre ma
propre compétence dans cet art, afin, s’ils trouvaient que ma
compétence était faible, ou égale, ou légérement supérieure
a la leur, ils puissent conserver leurs postes; ils ne voulaient
pas qu’il soit dit qu’un étranger était arrivé et avait pris le
pas sur eux. »




28 Bazar de Kashan

Bazar de Kashan
Giyath al-Din Jamshid Masid al-Kashf (ca 1380-1429)

« Dans les discussions en présence de sa majesté royale,
ils étaient confrontés & certaines difficultés sur lesquelles ils
avaient passé un mois ou deux, ou méme un an, sans trouver
de solution. Le jour méme de mon arrivée & Samarcande, mes
bagages n’étaient pas encore 1a, j'empruntai un calame et de
I’encre & un étudiant, je résolus tous ces problémes et soumis
mes solutions & son auguste majesté (Ulugh Beg donc). »

29 Hammam de Kashan

Hammam de Kashan
Giyath al-Din Jamshid Masid al-Kashi (ca 1380-1429)

« Sa majesté me testa sur des cas semblables. Elle m’ordonna
de placer un cadran solaire sur le mur du palais royal, dont
I’azimuth était inconnu. Je dessinai les lignes. Tous les spé-
cialistes vinrent voir le résultat, y compris Qazizada Roumi,
qui est le plus savant de tous, et qui confessa que ¢’était trés
diffficile. Il essaya en vain de trouver la méthode, et finale-
ment dut me la demander, reconnaissant ainsi ma victoire en
présence de beaucoup de gens. »

30 Madrasa Ulugh Beg, Samarcande

Madrasa Ulugh Beg, Samarcande

Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kash1 (ca 1380-1429)
« Sa majesté dit une fois : « nous voudrions faire un trou dans
le mur de la mosquée tel que le soleil passe briévement par
ce trou au moment de la priére de 'aprés-midi, & la fois en
été et en hiver. Ce trou doit étre rond a l'intérieur, mais a
Iextérieur il doit étre tel que les rayons du soleil n’y passent
qu’au moment de la priére de 'aprés-midi. » Ceci avait déja
été demandé avant mon arrivée, et personne n’en avait été
capable. Quand je fus la, je le fis également. »

31 Qubba de Tamerlan, Samarcande

« De plus, sa majesté royale visite I’école plusieurs fois par
semaine, assiste aux cours, et je I’accompagne. Nous ne sa- Qubba de Tamerlan, Samarcande

. . N Giyath al-Din Jamshid Masud al-Kash1 (ca 1380-1429)
vons pas sur quoi la lecon va porter, ni quels problémes vont
étre soulevés, car les étudiants et le professeur en ont discuté
la veille au soir. Je suis parfois intervenu sans aucune prépa-
ration et j’en ai dit tellement sur le sujet que tout le monde
était abasourdi. »

Bref, vous I'avez compris, al-Kashi est le meilleur! Et son
théoréme alors? Eh bien il en existe un. Dans son esprit,
ce serait plutét un lemme, qu’il utilise & plusieurs reprises
dans son traité de la circonférence. Cette fois-ci, il est bien le
premier, et il I’a démontré, fort élégamment d’ailleurs. Voici

I’énoncé d’al-Kashi.




32 Théoréme d’al-Kashi

« Je dis que le produit du diamétre ajouté a la corde d’un arc
moindre que la demi-circonférence, par la moitié du diametre, e
est égal au carré de la corde d’un arc qui est la somme du al-Kashi, al-Risala al-mubitiyya (1424)

premier et de la moitié de son supplément. » .

Une figure et une formule plus tard, vous voyez ce qu’il veut
dire. Dans un demi-cercle, placez 'arc AG, inférieur a /2.
Marquez le point D au milieu de 'arc supplémentaire GB.
Vous prenez le diamétre 2R, vous lui ajoutez la corde de l'arc
dont vous étes parti, vous multipliez la somme par le rayon A & % 8
R et vous trouvez le carré de la corde AD.

Je vous laisse le plaisir de le démontrer vous méme. Vous R(2R+ AG) = AD?
avez le droit d’utiliser le théoréme de Pythagore, puisque vous
savez qu’il n’est pas de Pythagore.
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